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Exercice 1 (5pt)
On considére f : Ro[X]| — Rao[X] telle que
VP e Ry[X], f(P)=X*P" - XP(1).
1. Rappeler la définition de la base canonique de Ro[X].
2. Montrer que f est un endomorphisme.
3. On note B la base canonique de Ry[X]. Déterminer Matg g(f).
4. Déterminer si f est un isomorphisme.
Correction.
5=05+15+15+15
1. La base canonique de Ro[X] est (1, X, X2) (0.5pt).
2. Pour tout A € R, tous P,@Q € Ro[X], on a
FOP+Q)=X?’(AP+ Q)" — X(AP +Q)(1) = AX*P" + X?Q" — AXP(1) — XQ(1),
ZAXPY - XP(1) + (X2Q" — XQ(1)) = M(P) + /(Q).
D’ou f est une application linéaire de Ro[X] dans Ry[X], i.e. f est un endomorphisme de Ry[X] (1.5pt).
3.0na f(1) ==X =0-1+(-1)- X+0- X2 f(X)=-X=0-1+(-1)- X +0-X%et f(X?)=2X2-X =
0-14(=1)-X +2- X2 donc
0O 0 0

Matss(f) = [ =1 —1 —1].(1.5pt)
0 0 2

4. Comme les dimensions de I'espace de départ et d’arrivée de f sont égales (valant 3) et f linéaire, f est un
isomorphisme si et seulement si f est injective. Et f est injective si et seulement si ker(f) = {O}El Or on a
f(1) = f(X), donc par linéarité de f, on a f(X — 1) = Og,[x]- D'ott X — 1 € ker(f), i.e. ker(f) # {Op,x]}-
Ainsi f n’est pas un isomorphisme (1.5pt).

Autre méthode ne se basant pas sur l’observation que f(1) = f(X).

Soit P € Ry[X], donc il existe a,b, ¢ € R tels que P = a+bX +cX2. Ainsi f(P) = X%(2¢) — X(a+b+c) =
—(a+b+c)X + 2cX?. Par conséquent

Peker(f) < f(P)=0,

& —(a+b+e)X +2cX? =0,

& a+b+c=0et2c=0,

& a=—-betc=0,

'avant derniére équivalence étant vraie puisque (X, X?) forme une famille libre de Ry[X]. Ainsi ker(f) =
{bX —=b/beR}={b(X —1)/b e R} = Vect(X — 1). Le noyau de f n’est donc pas réduit a {0}, donc f

n’est pas injective et donc f n’est pas un isomorphisme.

Notez que le résultat obtenu via cette seconde méthode est bien en cohérence avec le résultat
obtenu initialement, & savoir que X — 1 € ker(f). Ouf! Mais dans cette seconde méthode on a
fait mieux en montrant que ker(f) ne contient en fait que les polynémes proportionnels a X — 1

(i.e. en particulier est un sev de dimension 1 de Rgo[X]). Ce n’était bien stir pas nécessaire pour
obtenir que f n’est pas injective, puisqu’il suffisait d’obtenir que ker(f) # {0}.

Exercice 2 (7pt)
On pose F = {(z,y,2) ER3 /o +y — 2=0cet 22 —y = 0}.

1. Rappeler la définition de la base canonique de R3.

2. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R>.

1. Cette derniére équivalence est toujours vraie (bien str lorsque Papplication est linéaire, sinon la notion de noyau n’est
méme pas définie).



3.
4.

Trouver une base de F. Quelle est la dimension de F'7

On pose u = (1,1,—1), v = (2,—-1,0) et w = (1,2, 3). Par un calcul de déterminant montrer que la famille

(u,v,w) est une base de R3.

Correction.
7=05+4+3+ 1.7+ 1.75

1.
2.

La base canonique de R? est (e, e, e3) ot e; = (1,0,0), ex = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1) (0.5pt).

0.75pt pour la présence des 3 axiomes

— On a Ogs = (0,0,0) appartient & F' car Ops satisfait les deux équations définissant F' (0.25pt).

— Soit u = (z,y,2) € Fetv=(2,y,2)) e F. Alorsu+v=(z+2",y+y,2+ 7).
Ona(@x+2)+W+y)—z+2)=@+y—2)+@+y —-2).Orax+y—2=0caru € F et
¥4y -2 =0carveF.Dou(z+2)+(y+vy)—(2+2)=0.

Puis 2(x+2') = (y+vy) =2z —y)+ (22 —y). Or 2z —y=0caru € Fet 22’ —y =0carv € F.
Dou2(xz+2')—(y+vy)=0.
Ainsi les coordonnées de u + v satisfont les deux équations définissant F'; d’ott u 4+ v € F (1.25pt).

— Soit u = (z,y,2) € F et A € R. Alors Au = (Az, Ay, \z). Ona Az + Ay — Az = Az +y —2) =0 car
u € F. Puis 2(Ax) — Ay = A(2x —y) = 0 car u € F. Donc les coordonnées de Au satisfont les équations
définissant F, ainsi Au € F' (0.75pt).

On a bien montré que F est un sous-espace vectoriel de R?.

. Soit u = (z,9,2) € R3. On a

u=(z,y,z) € F z=x+yety=2x,

z=3x et y =2z,

Tt T

u=(x,2z,3z),
< uw=1x(1,2,3).

Ainsi F' = Vect((1,2,3)). La famille ((1,2,3)) est libre car ne contient qu'un vecteur. Ainsi ((1,2,3)) est
une base de F' (1.5pt). Cette base de F' ne contient qu'un vecteur, donc dim(F') =1 (0.25pt).

4. La famille (u,v,w) est une base de R? si et seulement si det(u, v, w) # 0(0.25pt). Or

1 2 1 1 2 1 0 2 4
det(u,v,w)=|1 -1 2 = 0 -1 5 = 0 -1 5],
_1 O 3 L2<*L2+L3 _1 0 3 L1(7L1+L3 _1 0 3
2 4
= —13“-—1-‘ ‘:—14#0.
dév. lére colonne (=1) (=1) -1 5

Ainsi (u,v,w) est bien une base de R? (1.5pt).



