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Exercice 4
Montrer que les séries suivantes sont convergentes et calculer leur somme :
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Correction.
1.
2.up = In (1 — 12) défini pour n > 2 et 1 — =5 €]0,1] donc u, est négatif. On pose pour tout n > 2,
Up = —Up !
Onawv, =—In(1- n—lg) W n—12 > 7712 est une série convergente par le critére de Riemann, donc d’aprés

le critére d’équivalence ) v, converge et donc > u, converge.

Les premiers termes de la série ne semblent pas se télescoper. On fait appel a nos connaissances sur In :
In(z%) = alnz, In(ab) = In(a) + In(b) et In(a/b) = In(a) — In(b). La premiére formule se s’applique pas, on
factorise donc 'argument pour utiliser les autres. Pour tout N > 2

SN_Zln<1—> Zl ("H)>

) B on se raméne & un terme commun In(k)
(méthode 1) —E;ln(n—1)+ln(n+1)—21n(n) (enposantk:n—l,k:n—i—letk:n>
-

i1> —In (N;l> ~In(2)
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D’ou en passant la limite on trouve g In <1 — 2) = —1In(2).
n

(méthode 2) _Zl ("H)—iln(n

n=2

1 1
nt 1) défini pour n > 2 et il > 1, d’ott In (2—1‘%) et donc (un)n>2 n'est pas de

3.0nau,=(—-1)"In <

signe constant.

On étudie la convergence absolue. [’argument du l()g(ulthme tend vers 1 donc on utilise In(1 +z) ~ =z
z—0
n+l _ n—142 __

P , , 9 .
en ecrivant pour tout n = 2 : =5 —

|up| =In {1+ 2 2 2
U = 1n —_— ~ ~ —.
" n—1/ ns4+c0on—1n-s+0n
Par le critére de Riemann et critére d’équivalence, on obtient que > |u,| est divergente. Ainsi on ne peut
rien conclure grace a cette étude quant a la convergence de Y uy,.

Cependant, pour tout n > 2, posons a,, = In <"+1) Comme In est une fonction croissante et que pour
tout n > 2, "+1 =1+ =7 d’ou <Z—ﬂ) est décroissante, on déduit que la suite (a,)n>2 est décroissante.

n=2

De plus elle tend vers 0. A1n51 > up =Y (—1)"a, converge par le critére des séries alternées.



Pour le calcul de sa limite, on écrit pour N > 2

N N N
un o= > (-1)"In(n+1) = > (-1)"In(n — 1)
n=2 n=2 n=2

on choisit de se ramener & des termes en In(k 4 1) dans la deuxiéme somme,
on veut donc k+1=n—1,dottonpose k=n—2etonan==k+2,

bornes : 2 et N deviennent 0 et N — 2,

N N—-2
= Y DIk +1) =) (=D In(k + 1),
k=2 k=
-2
- Z Fln(k +1) — Z Fln(k + 1), car (—1)"? = (=1)?(-1)F = (-1)*,
k=2 k=0

= (=) 'In(N) + (DN In(N + 1) — In(1) + In(2),
= —(—D)V¥In(N)+ (-=1)N In(N + 1) + In(2),

N +1
= (-1)VIn <+> +In(2) — In(2). on combine les In pour passer a la limite.
N N—+o00
4. uy = Sin;f 9 est bien définie pour tout n € N et de signe non constant pour tout 6 # 0[x].

Admis pour les étudiants : les suites (cos(nf)),en et (sin(nf)),ecn sont soit constantes soit de signe non
constant.
Plus précisément,
e si 0 # 0[27], la suite (cos(n#))nen est de signe non constant,
o si 0 # 0[n], la suite (sin(n#)),en est de signe non constant.
En pratique : on regarde si on peut simplifier les termes (cf Ex 4.9) sinon on admet que le signe est non
constant.

sin(nd
1112(: ) 27 Or 3" o est une série
1

5 €] —1,1]), donc par le critére de majoration ) u, est absolument

On étudie donc la convergence absolue. On a pour tout n € N,

géométrique convergente (car de raison
convergente donc convergente.

Calculons la somme. On a pour tout n € N

N gind B ol cos(nf) . ol sin(nf)
PO D e D D
n=0 n=0 n=0

Or par le méme argument qu’au dessus, on montre que, et Y = COS ne sont absolument convergentes.
Ainsi on peut passer a la limite dans l’égalité précédente et on obtlent

e'nd cos( n9 ,+OO sin(nh)
> 7 = Z i) o

n=0 n=0
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400 . +00  ing
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Or pour N € N
Gi(N+1)0
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On a donc
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Pour identifier la partie imaginaire, on conjugue :

2 2 _, 2—cosf +isinf
2—¢®  2_cosh—isinf (2 — cos0)2 +sin? 6’
B 2 —cosf +isinf 4 —4cosf +1i2sinf
4 —4cosf+ cos2 0 +sin?0 5—4cosf

+oo . .
, sin(nf) 2 sin 6
Final t = .
inalemen Z on Fdcosd

n=0

Exercice 5
On pose pour tout n € N* u,, = ()i

1. Donner la nature de ) w,,.
2. Montrer que Y v, diverge.

3. Justifier que v, ~ wv,. Commenter.
n—-+00

Correction.

1. La série Y u, est a terme général de signe non constant. Y |u,| est une série divergente par le critére de
Riemann (o = % < 1). Ainsi I’étude de la convergence absolue de > u, ne permet pas de déduire quoique
ce soit concernant la nature de > uy,.

Posons pour tout n € N*, a,, = ﬁ alors u, = (—1)"ay, et la suite (ay,), est décroissante et tend vers 0.

Ainsi par le critére des séries alternées ) . un converge.

2. La série 3, - = diverge par le critére de Riemann (o = 1 < 1). Ainsi limy_, oo Zﬁle 1 = +400. Oron

a vu a la précédente question que Y u, converge, donc par définition limpy_, 4o Zivzl u, = £ avec £ € R.
Comme pour tout N € N* on a

N N N 1
D= kY
n=1 n=1 n=1

par sommation de limites, on déduit que limy_ 400 Zivzl vy, = 00, 1.e. Y v, diverge.

3. On a pour tout n € N*, v, = un—l—% = Up <1 + (_1)71)’ donc v, ~ uy,.On esten présence de deux séries
Vvn n—+oo

de nature différente (I'une converge, 'autre diverge), mais dont les termes généraux sont équivalents. Ceci
ne contredit pas le critére d’équivalence qui suppose que les deux séries sont & termes de signes constants
& partir d’un certain rang, ce qui n’est pas le cas ici. Par contre cela illustre I'importance fondamentale de
cette hypothése : on ne peut rien dire de la nature réciproque de deux séries dont les termes généraux sont
équivalents mais de signes non constants.

Exercice 6
Soient (uy,)nen+ une suite qui tend vers zéro et a, b, ¢ trois réels tels que a + b+ ¢ = 0. On pose pour tout
n € N*, v, = auy, + bupy1 + cupi2. Montrer que Y v, converge et calculer sa limite.

Correction.

’ ‘ ap ‘ b Un1 ‘ C Up42 ‘

Les diagonales de ce tableau s’annulent en sommant par hypothése.
v | au bus cusg

vy | aus bus Cluy

et aux trois derniers buni1 + c(un41 + un+2) qui eux tendent vers 0.
v3 | aus buy

Ainsi ) v, semble converger.
vy | auy

Pour une preuve rigoureuse, il faut donc rassembler les termes de la forme

cu
N+1 auy, +bu, +cu, =0.

UN bunt1 | cuns2

On intuite que la somme se raméne aux trois premiers termes a(uj + ugz) + b(ug)



Soit N € N*. On a

N N N N
g U = a E Up + 0 E Upt1 + € g Up+2
n=1 n=1 n=1 n=1

N+1 N+2

N
= aZun+qun+cZun
n=1 n=2 n=3

N
= (a+b+c) Z Up + a(uy +us) + b(uz + uny1) + c(uni1 + uni2)

|
-0 n=3

= a(ur +ug) +b(uz + unt1) + c(unt1 + uny2) (u1 + ug) + b(ug),

— a
N—+4o00
comme uyy+; — Oetuyias —> 0, puisque u = (un)pen+ est une suite de limite nulle.

N—+o0 N—+oc

Ainsi la suite des sommes partielles de (vy,)nen+, i.€. la suite (25:1 vn) , converge. Par définition cela

NeN
signifie que Y v, converge et on a montré au passage que sa somme vaut

+o0
Z vy, = a(ug + ug) + bus.

n=1



