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Section 1

Dérivabilité
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Contexte et Idée

On considere comme dans le précédent chapitre des fonctions
définies sur un domaine réel satisfaisant I'hypothése
structurante (H) qui pour rappel signifie

D c R satisfait (H) ssi D est une union d’intervalles dont
chacun contient au moins deux réels distincts.

Idée derriere la dérivabilité. Une appli. f: D — R, avec D¢
satisfaisant (H) sera dite dérivable en x, € D¢ si on peut
approximer le graphe de f au voisinage de x, par une droite
t.q. I'erreur d’approximation en x € Dy se comporte comme

9 (x—xgp). On dit que I'erreur est d’ordre 1. Cette droite est
—Xo

alors tangente au graphe de f en xg et la pente de la droite
est le nombre dérivé de f en x, noté f’(xy).
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Contexte et Idée

Formellement, cela revient a se poser la question de

I’existence d’une limite finie en x, de la fonction
f(x) —f(xo)
Trx, X €DF\ {Xo} » —————,

X—Xp

appelée le taux d’accroissement de f en x,.
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Dérivabilité en un point
Definition
Soit I'application f: Df = R avec Dy satisfaisant (H). Soit
Xo € Df. On dira que f est dérivable en xq si I"application

f(x) — f(xo)

X—Xo
admet une limite finie en x,. Dans ce cas on note f'(x,) la
limite qui est appelée le nombre dérivée de f en x,.

Trx, X €D\ {Xo} —

Example
Soient I'appli. f: XeER— x° et xo € Dr. On a
2 2
f(x)—f(xo) X —Xo
Vx eDr\{Xo}, Trx,(X)= = =X+ Xo.
X—Xp X— Xp
Ainsi 77, admet une limite finie en x, qui faut 2x,. La

fonction f est donc dérivable en xg et f'(xo) =2Xp !
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Dérivabilité globale

Definition

Soit I'application f : Df — R avec D satisfaisant (H). On dira
que f est dérivable sur D c Ds si f est dérivable en x, pour
tout xq €D.

On note alors f' : D —» R I"application qui a tout x € D associe le
nombre dérivée de f en x : f'(x). L’application f est appelée
la dérivée de f (sur D).

Example

On a vu que l'application f: x e R — x* est dérivable en tout
x € R, de nombre dérivée 2x. Ainsi f est dérivable sur R et sa
dérivée est I'appli. f : x € R — 2x.
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Subsection 2

Catalogue de dérivées
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Dérivabilité et dérivée de fonctions usuelles

Proposition

Les fonctions usuelles : polynomiales, sin, cos, tan,
exponentielle, logarithme népérien, ch, sh, sont dérivables
sur leur domaine de définition naturel. De plus leur dérivée
sont données ci-dessous.

f f
X — X" X — nx" 1 (neN)
X = sin(X) X — cos(X)
X — cos(X) X — —sin(X)
X = tan(X) X-—>1+tan2(X)
X X
X—e X—e
X — ch(x) X — sh(x)
X — sh(x) x — ch(x)
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Dérivation d’une fonction réciproque

Proposition
Soit f: 1 —J, ou | et ] sont des intervalles contenant au moins
deux réels. On suppose que I'application f est bijective.
Soit yy €. Notons xg = f_l(yo) €l Si

> f est dérivable en x,

> (x0) 0,
alors f* est dérivable en y, et (f_l)'(yo) =—1

f(f " (vo))

En particulier si f est dérivable sur | et f' ne s’annule Jjamais
surl, alors ' est dérivable surJ et (f 1) =

f/of_l .
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Dérivation d’une fonction réciproque

Démonstration.

Soity €/, y #yo. Notons x €/ (unique) tel que f(x)=y eton a
X # Xg. Alors
-1

)= vo) F
Tf—llyo(y): = ,

FO)—F(Xo)  Truy(X)

Comme f est dérivable en x, et f'(x) # 0, on déduit donc que
xel\{xg} — ﬁ admet une limite finie en xy qui vaut
X0

ﬁ, par passage a l'inverse d’une limite.

0

Ainsi f* est bien dérivable en y, et (f ")(yo) = ———.
7 (F (vo))
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Dérivabilité et dérivée de fonctions usuelles

Example
» f:R, —»R, t.q.: VxeR,, f(x) = x”; est une bijection de
réciproque la fonction racine carré. Pour tout x > 0,
f'(x) = 2x £0 donc £~ ' =/~ est dérivable sur f(R}) =R} et
1

—1.7 o 1 . 1 _ 1
pour tout x >0, (f 7) (x) = o)~ TR 2

» cos: [0, m] — [—1, 1] est une bij. de réciproque Arccos. Pour
tout x € [0, ], cos’ (X) = —sin(x) et donc cos’ (X) # O ssi
x €]0, ii[. Ainsi Arccos est dérivable sur cos(]0, t[) =] — 1, 1]
/
et pour tout x €] — 1, 1|, Arccos (x) = m.
On a sin(Arccos(x)) > 0 car Arccos( ) €]0, 1t[, donc

sin(Arccos( ) = \/sm(Arccos \/1 — cos Arccos(x)) =
V1i-— x° etdoncArccos( )=— E .
1—x
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Dérivabilité et dérivée de fonctions usuelles

Exercice 1
Procéder de la méme maniere pour trouver les domaines de
dérivabilité de In, Arcsin, Arctan, puis I'expression de leur

dérivée.
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Dérivabilité de fonctions usuelles

Proposition

Les fonctions usuelles : logarithme népérien, Arccos, Arcsin,
Yo . *

Arctan sont dérivables sur respectivement R, |—1,1[, |—1, 1]

et R et les expressions de leur dérivée sont données

ci-dessous.

7

f f
X — In(x) XeR} — 3
X — Arcsin(x) | x€]—1, 1[—

X — Arccos(x) | x€]—1, 1[— it
1-x
(

x— Arctan(x) | x€]—1, 1[— —
1+x
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Section 2

Une autre définition de la dérivabilité.
Introduction aux développements limités.
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DL1

Definition

Soit f: Df — R, Dy satisfaisant (H). Soit xq € Df. On dira que f
admet un développement limité a I'ordre 1 (DL1) en x, s'il
existe a, B € R tels que

Fx) = a+Bx—xo)+ 0 (x=Xo).

Remarque

Interprétation : au voisinage de xg, f est approximativement
la fonction affine g : x — a + B(x — X() (dont le graphe est une
droite affine). L'erreur d’approximation |f —g|, ou ce que |'on
appelle aussi le reste de cette approximation, est

9 ((x—xo)l), soit une quantité qui tend vers 0 "plus vite"
—Xo0

gue X — Xxg. On dit que I'erreur est d’ordre 1.
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DL1 : interprétation a travers un dessin
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Example

Soit f: x € R — x°. Soit Xo € R. Essayons de voir si f admet un
DL1 en Xxq.
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DL1 et dérivabilité

Proposition (DL1 en x, = dérivabilité en xg)

Soit f: Df = R, D¢ satisfaisant (H). Soit xq € D¢. On suppose
que f admet un DL1 en x,, i.e. il existe a, 8 € R tels que

f(x) = o+ B(x—x0) + , 0_(x—Xo).

Alors f est dérivable en xq et a = f(xy), B = (Xo).

Démonstration.

On ax—Xxgp :X_QXO (1), donc B(x—xq) :X_QXO (1) et x—?xo (x—xo) :X_QXO (1)
(transitivité). Par sommation des o, on a donc f(x) = a+X ox (1), soit
—Xo
limy_x, f(x) = a. Or comme X, € Dy, nécessairement o = f(xg).
On a donc f(x) = f(xq) + B(x— Xq) +.0 (x—xg), donc
—Xo

Tr x, (X) = %ﬁ;{w =B + %%, (1). Donc lim,_,, Tr x (X) = B € R. La fonction f
est dérivable en xq et f'(xo) = B. O
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DL1 et dérivabilité

Proposition (DL1 en x, < dérivabilité en xg)
Soit f : Df = R, D¢ satisfaisant (H). Soit xqg € D¢. Si f est
dérivable en xq alors f admet un DL1 en x, car

F(x) = f(xo) + F'(X0) (X = X0) +, O, (X—Xo).

Cette relation est appelée formule de Taylor-Young de f en x
a l'ordre 1.

Démonstration.

Comme f dér. en xq, on a lim,_,, (%}ff;‘)) - f'(xo)) =0i.e.

% = f’(xo) + o (1), soit en multipliant par x — xq, puis
0 X—Xq

passant de I'autre coté f(xq) :

f(x) = f(x0) + ' (Xo)(x = X0) +, O, (X=Xo). o
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Remarque

On a prouvé : f dérivable en x, ssi f admet un DL1 en x,.

Example

> Soit f:xeR— x°. Soit xo € R, on a vu que
f(x) = x(z) + 2Xo(X — Xo) + 9 (x—Xxg), donc f est dérivable
—Xo

en xg et (o) = 2x (on le savait déja!).
» Comme sin est dérivable en 0, sin admet un DL1 en O et

sin(x) = sin(0) +sin’(0)(x — 0) + 0 (x—=0)=cos(0)x + o (x),

=x+ o0 (x).
x—0

En particulier sin(x) ~ x. Fait parti des équivalents les
X—

plus utiles!
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Dérivabilité implique continuité

Proposition

Soit f : Df = R, D¢ satisfaisant (H). Soit xq € Dy.
Si f est dérivable en x, alors f est continue en x.

Démonstration.

Si f dér. en x; alors par proposition précédente

f(x) =f(xq) + f/(xo)(x—xo) +X_QXO (x—Xp), ce qui implique
f(x) = f(xp) +X_QXO (1) d'ou lim, f = f(xp). C'est la définition de
la continuité de f en x; !

O

V.

Remarque

Attention la réciproque est fausse ! Continuité en x
n'implique pas dérivabilité en x.
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Lien entre DL1 et la dérivabilité

Fonction continue non-dérivable

Exercice 2

Montrer via les deux méthodes suivantes, que I'application
f:x € R+~ |x| est continue en 0.

1. En utilisant la définition par quantificateur de la continuité
d’une fonction en 0.

2. En utilisant la caractérisation séquentielle de la continuité
d’une fonction en 0.

Example

La fonction f ci-dessus (valeur absolue) n’est pas dérivable en
0. En effet :




Chapitre 5 : Fonctions - Dérivabilité

Section 3

Opérations sur la dérivation
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Proposition

La somme, le produit, le passage a l'inverse, le quotient, la
composée de fonctions dérivables donnent des fonctions
toujours dérivables, pourvu que ces opérations fassent sens.

Example

> La fonction In est dérivable sur R} et la fonction % est
définie sur D =]0, 1[u]1, +oo[ donc % est dérivable sur D
par opération de passage a l'inverse.

> La fonction racine carré est dérivable sur R} et la fonction
In est dérivable sur R} .
La fonction f: x — 4/In(x) a pour domaine de définition
naturelle [1, +oo[, mais n’est dérivable que sur]1, +oo[, par
composée de fonctions dérivables, carIn(1) =0 et 4/ n’est
pas dérivable en 0. Par contre f est continue sur [1, +oo|
par composée de fonctions continues.
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Proposition

Soientf:D—-Retg:D —R. Soit xo € D. On suppose f et g
dérivables en x,. Alors

1. f+g est dérivable en x, et (f +9) (xo) = f (Xo) + 9 (Xo),
2. fg est dérivable en x, et
(fg)’ (Xo) = F'(X0)g(Xo) + F(X0)g (Xo)-
3. sig(xg) #0, on a é est dérivable en x, et
, /
(5) o) ==
4. sig(xg)£#0, 0n a g est dérivable en x, et

Y () — [ (X0)a(x0)=F(X0)g"(x0)
(5) (o) = 9(x0)’ '
Si g est dér. en f(xy) et f dér. en xq, alors

5. gof est dérivable en xq et (9o f) (xg) = g’ (F(X0))F (xo)-
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Démonstration.
1. En exercice!
2. Soit xe D, x £ x3.0n a

F(x)9(x) = f(x0)9(Xo)

Txo,fg(x) = X— Xo ’
 (F(x) = f(x0))9(x) + f(X0)(g(X) — 9(Xo))
B X — X ’

= 9(X) Txq,7(X) + F(X0) Ty, g (X)-

Comme f et g dér. en xq, Ty, r €t T, 4 admettent resp.

f'(xo) et g’(xo) comme limite en x. De plus g étant
continue en x, car dér. en x, g tend vers g(xg) en xq. Par
produits et somme de limites, T, r, admet comme limite

g(xo)f'(xo) + f(xo)g'(xo) en xy. Donc fg est dér. en x, et
4 / 4
(fg)' (o) = G(X0)F' (Xo) + F(X0)g (Xo)-
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Démonstration.

3. Pour simplifier la démonstration, on suppose que g ne
s’annule pas sur D (et pas uniquement en xg). Soit x € D,

X #£Xp.0n a
g BTG 90=000) Tl
X=xo 9090 (x—xo)  g(x0)g(x)’

La fonction g est continue en x car dér. en x,, donc
limg = g(Xp). La fonction g étant dér. en xp, on a
0

limy, Tx,,g = g'(xo). Par quotient de limites, on a donc

4
. g (XO) . 1 -
Jim Ty, 2(X) =— > La fonction g est donc dérivable
o e 9(xo)
en x, de dérivée —LX0)
9(Xo)

4. Exercice! Indication : utiliser 3. et 4..
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Démonstration.
5.
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Example

sin(1—e”

Montrer que f: X — ———— est dérivable sur R.

x +1
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