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Section 1

Quelques généralités




Polynémes a coefficients dans K

Definition
On appelle polyndme a coefficients dans K (K =R ou K = C),

toute quantité s’écrivant ag + a1 X + a2X2 +...+a,X", pour
neN, ou

» ag,ay,...a, €K,

» X est une variable ou indéterminée obéissant aux regles
de calculs : pourk,jeN, a, B €K, ax” +,8Xk = (or+B)Xk et
(ax“)(BX) = (aB)X“".

On note K[X] I'ensemble des polynémes a coefficients dans K,

d’'indéterminée X. Il obéit aux regles de distributivité usuelles. )

Example ,
SoientP=X"—1letQ= 3x> 4 2X deux éléments de R[X]. Alors
PQ =

v




Polyndmes a coefficients dans K

Soit P=a, X" +a, X" " +...+a,X+a, € K[X], avec n € \.

Vocabulaire.
> SiP#0.Degré de P: plus grand k €N, a, #0. Noté :
deg(P).
» monOome de degré k : aka (avec a; #0).
> aka est le terme de degré k de P et a, est le coefficient
de degré k de P.

» Si deg(P) =n, alors a,, est coefficient dominant de P et
anX” son terme dominant.

> ag est le coefficient constant de P. On dira que P est un
polynéme constant si P = a pour un certain a € K.

» SiP#£0. Racine de P: a €K tel que P(a) =0.



Polyndmes a coefficients dans K

Proposition
Deux polynémes sont égaux si et seulement si ils ont les
mémes coefficients.

Corollaire
Un polynéme est nul si et seulement si tous ses coefficients
sont nuls.




Polyndbme dérivée

Definition
Soit P=ag + a; X +ayX° +... +ap,X" € K[X]. On appelle
polynéme dérivé de P (noté P’) le polynéme

P’ =ay+2a,X+...+na, X"

En itérant le processus, on définit ainsi les dérivées
. ’ 2 (3)
successives P, P, P77, etc...

Exercice 1
Soit P € K[X]. Montrer que P’ =0 si et seulement si P est un
polynéme constant.



Résultats sur le degré

Remarque
Si P=0, on utilise la convention deg(P) = —oo.

Proposition
Soient P, Q € K[X]. Alors deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

Démonstration.




Résultats sur le degré

Exercice 2
Montrer que deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)).



Division euclidienne de polynbmes

Théoreme (Division euclidienne)
Soient A, B € K[X], B #0. Alors il existe un unique couple
(Q, R) e K[X]” satisfaisant

» A=0B+R,

> deg(R) < deg(B).

Dans ce cas, A= 0B +R est la division euclidienne de A par B,
R est le reste de cette division.




Division euclidienne
Division euclidienne de polynémes

Example

Effectuer la division euclidienne de P=2X> + 1 par Q = X° 4+ X.

Algorithme de la division euclidienne.

» Considérer les termes dominants de P et Q et effectuer la
division. Notons S le résultat.

> Déterminer le reste de cette opération : P=P— Q5.
Nécessiarement deg(P) < deg(P).

> Retourner a la premiére étape. Remplacer P par P. Ajouter
le nouveau S au précédent.

» Continuer tant que deg(P) < deg(Q). Quand c’est le cas,
R=PetS=35.



Division euclidienne de polynbmes

Example
Effectuer la division euclidienne de P =2X> + 1 par Q — X+ X, J
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Théoreme
Soit P € K[X], deg(P) =n e N" et soit a € K. Les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. a est une racine de P,

2. il existe Q e K[X] tel que deg(Q)=n—1etP=(X—a)0.

Démonstration.
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Méthode pour trouver Q : par identification.
» Introduire des coefficients pour Q :
Q=b, X" +...bX+by.
> Développer (X— a)Q.
» Identifier les coefficients obtenus avec ceux de P.

Example
Soit P=X>—3Xx>+3X—2.0na P(2) = 0. Cherchons Q tel que
P=(X—2)Q.




Racines et factorisation



Racines multiples

Definition (Multiplicité)
Soit Pe K[X], P £ 0 et a € K racine de P. On appelle multiplicité
de o le plus grand k e N* tel que P = (X—a)kQ avec Q € K[X]. )

Example
X>(X—1)(X—2)* admet 3 racines : 0 (de multiplicité 3), 1
(racine simple), et 2 (racine double).

Théoreme ,
Soient Pe K[X] telque P#£0, aeK et keN". Alors on a

I’équivalence entre
1. a est une racine de multiplicité k de P,

2. il existe Q € K[X], P = (X — a)*Q avec Q(a) £0,
3. P(a)=P'(a) =... = P* Da)=0 et PX(a) £ 0.




Théoreme de d’Alembert

Théoreme (Théoreme de d’Alembert)

Tout polynéme non-constant a coefficients complexes admet
au moins une racine complexe.

Démonstration.
Admis. O

Corollaire

Tout polynéme de degré n > 1, a coefficients complexes,
admet exactement n racines complexes (comptées autant de
fois que leur multiplicité).




Théoreme de d’Alembert

Corollaire
Soit P € C[X], deg(P) =n € N". Alors P s'écrit

P=a(X—a;)(X—a3)... X—a,),

avec a le coefficient dominant de P et a; sont les racines de P,
comptées autant de fois que leur multiplicité




Théoreme de d’Alembert

Example

> Le polynéme P=x*tx}12x*+X+1a pour racines

2in

j=e?3 ,j i,—i. Comme son coefficient dominant est 1 et
deg(P) = 4, on peut donc écrire P = (X—j)(X—j°)(X—i)(X +1).

» Cherchons les racines du polynéme P—x> +X—2. Comme
P(1) =0 (1 est racine évidente), on peut factoriser P sous
la forme

= (X=1)(X° + X +2).

Les deux autres racines de P sont donc les racines d}/J_
polynéme XX+ 2, c'est-a-dire les complexes —12iv7

Exercice 3 R R
Factoriser P=X"—3X" + 2X.
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