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Chapitre 1 : Les Nombres Complexes

Section 1

Introduction




Historique

Introduits au XVle siecle par Cardan, Bombelli, ... comme un
artifice pour résoudre des équations du 3eme degré.

Example
Pour résoudre I’équation

x3—7x+6:0,

les formules générales imposent de résoudre d’abord

6 343 0
x4 6x+— =0.
27

343

dont le discriminant A = 6° — 4 x 5= = 400 est négatif!
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Historique

Example

Pour résoudre I’équation

3
X —7x+6=0,
les formules générales imposent de résoudre d’abord

343

2
X +6x+—=0.
27
dont le discriminant A = 6° — 4 x 38 — 2200 est négatif !
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Historique

Example
Pour résoudre I’équation
3
X —7x+6=0,

les formules générales imposent de résoudre d’abord

2 6 343 0
x° +6x+— =0.
27
dont le discriminant A = 6° — 4 x 38 — 2200 est négatif !

L’introduction du nombre “imaginaire” 1/ (dont le carré est
négatif) permet alors de continuer formellement les calculs,
qui aboutissent ensuite aux solutions : 1, 2,—3 toutes réelles! )




Pourquoi les nombres complexes?

Indispensables, notamment via I'analyse de Fourier, en :

» physique (mécanique des fluides, mécanique quantique,
cosmologie,...),

» traitement du signal
> probabilités et statistique,

» traitement des images (algorithmes de Snapshat,
Instagram, Photoshop, etc...),
L



Définition - Nombres complexes

On définit formellement le nombre imaginaire i comme une
. L 2
racine carreede —1: | =-—1.



Définition - Nombres complexes

On définit formellement le nombre imaginaire i comme une

. , 2
racine carréeede —1: | =-1.

Definition
On définit I'ensemble des nombres complexes comme :

C={x+iy/x, yeR}.




Définition - Nombres complexes

On définit formellement le nombre imaginaire i comme une

. , 2
racine carréeede —1: | =-1.

Definition
On définit I'ensemble des nombres complexes comme :

C={x+iy/x, yeR}.

Soitz=x+iy eC.
> x est la partie réelle de z, notée : x =Re(2)
> y est la partie imaginaire de z, notée : y =Im(2)




Représentation d’un nombre complexe

b 8

On se donne un repére orthonormée (0, 7,)).
Soient a, b € R et considérons le point du plan M = (a, b).

Alors M représente le nombre complexe z=a +ib dans
le plan. z est appelé I'affixe du point M et on note M(z).

M(z = a+ib)
[ S /

L'ensemble de ces points M associé aux z € C dans ce repere est

appelé plan complexe.
Université Paris Cité 2025-2026 MC1
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Regles de calcul

Soientz=x+iyeC etz':x'+iy'eC.

Proposition (Opérations de base)
» Annulation : z=x+iy=0 & x=y=0.
> Sommation : z+ 2 = (x+iy)+ (x' + iy') =x+x + ity +y').
> Produit : zZ' = (x+ iy)(x' + iy') =xx' —yy' + i(xy' +x'y).




Regles de calcul

Soientz=x+iyeC et z :x'+iy' eC.
Proposition (Opérations de base)
» Annulation : z=x+iy=0 & x=y=0.
. / . / P 4 . 4
» Sommation : z+z =(X+iy)+ (X +iy )=X+Xx +i(y+y ).
> Produit : zZ' = (x+ iy)(x' + iy') =xx' —yy' + i(xy' +x'y).

Corollaire

. / . ! 4 4
> X+ly=Xx +ily & X=X ety=y.

> Six+iy #0, alors (x+/y) = ’;’)—1. Donc

1 X—iy
X+iy_X2+y2
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Regles de calcul

Exercice 1 . ,
Soientz=x+iyeCetz =x +iy €C. Ecrire sous la forme

a+ib (appelée écriture algébrique), avec a, b € R, la quantité
suivante :

N



Regle de calcul

Exercice 2
Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme
algébrique x + iy avec x, y € R.

1. (5+6i) + (3—2i). 6. 0.
2. (4—Li)— (3-2i). 7.0
3. (3 +2i)(5— 3i). 8. 713
4. (1-1)2+6i). 9. 22
5. 2(4 +i). 10. 35
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Section 2

Géométrie des nombres complexes




Nombres complexes et opérations représentés dans le plan
Représentation d’un nombre complexe

-

On se donne un repére orthonormée (0, 7,)).
Soient a, b € R et considérons le point du plan M = (a, b).

Alors M représente le nombre complexe z=a +ib dans
le plan. z est appelé I'affixe du point M et on note M(z).

Y

b-——=m--- :
|

14/93



Nombres complexes et opérations représentés dans le plan
yd L 7 " "
Représentation de |I'addition

Y

M(z)

Détermination graphique de z+7

MC1 15/93



Nombres complexes et opérations représentés dans le plan
yd L 7 " "
Représentation de |I'addition

Y

b+ - -+

|

T M(z I

.1 (2) :

T |

|

1T |

|

T I

—+ |

1 |

v+ M'(Z)

~+ |

1}1}1}1}1}1}1}1‘}1}1}1}1}1i1}1

10 a a a+d x

Détermination graphique de z+7



Nombres complexes et opérations représentés dans le plan
yd L 7 " "
Représentation de |I'addition

Y

b+b’*****************f*i;:w

- /1

T M(z) _--—~ S

b+ - v |

T |

/ !

4 , !

4 / |

/ |

i / I

’ |

+ / |

g I

b/,, 1\/1/(7/) I

4 |

1}1}1}1}1}1}1}1‘}1}1}1}1}1i1}1

10 a a a+d x

Détermination graphique de z+7



Nombres complexes et opérations représentés dans le plan
yd L 7 " "
Représentation de |I'addition

Y
T S(z+2
PV I L
- 71
T M(z) _--—~ S
b+ - v |
4 |
/ !
4 , |
4 / |
/ |
i / I
/ |
4 / |
’ I
v+ M(Z)
1 |
1}1}1}1}1}1}1}1‘}1}1}1}1}1i1}1
¢ a a’ a+d v

Détermination graphique de z+7



Nombres complexes et opérations représentés dans le plan
yd L 7 " "
Représentation de |I'addition

Y

M(z)

Détermination graphique de z—7
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Nombres complexes et opérations représentés dans le plan
yd L 7 " "
Représentation de |I'addition

Y

M(z)

Détermination graphique de z—7
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Nombres complexes et opérations représentés dans le plan
yd L 7 " "
Représentation de |I'addition

Y
T M
b L (2)
b—¥
U L
! 4
|
| —4
| 1
| v+ M'(2)
—d  a—d| +
= 1
4 a a xT
M"(=) v+
7 . . - . /
Détermination graphique de z—z
2025-2026 MC1 16/93
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Nombres complexes et opérations représentés dans le plan
yd L 7 " "
Représentation de |I'addition

Y
T M(z)
b+ -
St
Al
/0 T
S £
/
// : T
S vt M)
—d Ja—d| 4
—t——t 4ttt
P o7, o p
M"(—2) —¥ -+

Détermination graphique de z—7



Nombres complexes et opérations représentés dans le plan
yd L 7 " "
Représentation de |I'addition

Y
T M(z)
b+ -
Dz~ _ bt
a
/0 T
S £
/// : T
R ()
—d Ja—d| 4
—t——t 4ttt
K 10 a o T
M"(—2) — +

Détermination graphique de z—7
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Nombre complexe conjugué

Conjugaison

Definition (Conjugué)
Soitz=x+iy € C.
On appelle nombre complexe conjugué de z, le nombre

Z=x—ly.

MC1 17793




Chapitre 1 : Les Nombres Complexes

Conjugaison

Nombre complexe conjugué

Definition (Conjugué)
Soitz=x+iy € C.

On appelle nombre complexe conjugué de z, le nombre

Z=x—ly.

Université Paris Cité
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Nombre complexe conjugué

Definition (Conjugué)
Soitz=x+iy € C.
On appelle nombre complexe conjugué de z, le nombre

Z=x—ly.




Conjugué : regles de calcul

Proposition
Soient z=x+iy € C. Donc z=x—y.
> Re(z)=Re(z) et Im(z)=—Im(2).

> Re(z)=3(z+2) et Im(z)=5(z—2).

>»zeR & z=2Z
»zeiR & z+z=0.
> (Z1+2)=21+2, (2)=2 (2122)=2Z12;.

z Z 1 1
V) Z5 V4 V4




Conjugué : regles de calcul

Conjugaison

Proposition

Soient z=x+iy € C. Donc z=x—y.

> Re(z)=Re(z) et Im(z)=—Im(2).

> Re(z)=3(z+2) et Im(z)=5(z—2).
>»zeR & z=2z

» zeiR & z+z=0.

> A+ zn)=2+2 (2)=2

z Z 1 1
V) Z5 V4 V4

Exercice 4

1. Calculer 2 + 3i.
2. Résoudre z+ 2z =0.

Université Paris Cité

2025-2026 MC1

3. Prouver toutes les
relations ci-dessus'!
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Module d'un nombre complexe
Module

Definition
On appelle module de z=x +iy € C, le réel positif

|z| = Vzz = \/x2+y2.




Module d'un nombre complexe
Utilisation de la conjugaison pour le calcul de 25

Soient z,Z' € C tels que Z' £ 0.

Ona



Module d'un nombre complexe
Module

Proposition

Soient z,Z' e C.
> |zl =]—=2z|l=z|, IxI<l|zl, lyl<]zl.
» |z|=0 <& z=0.

1
z

1

_ 1 _ 12
|z]”

= 7.

z
/
|z

4 4
> |22 = |21, :

> |z+Z'| <|z| +|Z| (inégalité triangulaire pour le module).

Exercice 5 (Excellent entrainement!)

1. lllustrer les relations qui peuvent I'étre avec des dessins.
2. Prouver toutes ces relations.



Lieux géométriques : le cercle

Proposition
Soient zy € C et r 2 0. L'ensemble

{zeC/|z—2zy| =T},

représente dans le plan complexe le cercle de centre Q
(d’affixe zy) et de rayonr.




Lieux géométriques : la médiatrice

Proposition
Soient a, b € C. L'ensemble

{zeC/|z—a|=1|z—bl},

représente dans le plan complexe la médiatrice du segment
[AB], ou A et B sont les points d’affixes a et b respectivement.

V.
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Lieux géométriques : la droite

Proposition
SoientaeC” et a € R. L'ensemble

{zeC/Re(az) =a},

représente dans le plan complexe une droite (qui passe par le
point d’affixe 3).




Argument
Argument d’'un nombre complexe




Argument
Argument d’'un nombre complexe




Argument
Argument d’'un nombre complexe

+
Yy +------ M(z)
iR |
AV
* |
4 N |
& |
T, |
1 |
1 ‘\e |
1}1}1}1}11‘1;1}1}#
10 x
T x=r.cosb
| y=r.sind
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Argument d’'un nombre complexe

Argument

Definition

On dit qu’un réel 6 € R est un argument du nombre complexe
z=Xx+Iiy, z#0, s'il vérifie

X
cos(8) = —,
VX +y
sin(8) = 3/ .
X +y

MC1 26/93




Argument
Argument d’'un nombre complexe

Definition
On dit qu’un réel 6 € R est un argument du nombre complexe
z=Xx+Iiy, z#0, s'il vérifie

cos(0) = X
- [ 2, 2’
sin(8) = —.

X +y
On a alors

zZ=|z| |Z](cos O + isin 0).

X . y
| =
\/Xz 2 + \/Xz 2 ~—
y y écriture trigonométrique de z

v




Argument
Argument d’'un nombre complexe

Definition (Argument principal)
Soitz=x+iyeC, z#£0.

L'uniqgue argument 6 € R de z satisfaisant 6 € [0, 27| est
appelé I'argument principal de z et noté arg(z).
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Représentation de la multiplication

Représentation de la multiplication

Example

. 4
Prendre des exemples simples de nombres complexes z, z',
les multiplier et interpréter géométriquement le résultat.

MC1 28/93



Représentation de la multiplication
Représentation de la multiplication



Représentation de la multiplication
Représentation de la multiplication

Y,




Représentation de la multiplication
Représentation de la multiplication

Yy




Représentation de la multiplication
Représentation de la multiplication

%
Q(zp.2p)
P(Zp)
[
0 +6
P'(zp)
[8) T




Représentation de Ia muitiplication
, :
Argument d’un produit

On observe donc la regle suivante :

Proposition

Soientz,z €C. On a
arg(ZZ’) =arg(z) + arg(ZI) [27],
c-a-d existe k € Z tel que

arg(zZ') = arg(z) + arg(Z') + 2km.

Plus généralement : multiplier deux nombres complexes
semble revenir a

» multiplier leurs modules,
» ajouter leurs arguments et prendre le résultat modulo 2m.
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Section 3

Différentes maniéres d’écrire un nombre
complexe




Chapitre 1 : Les Nombres Complexes Ecriture trigonométrique des nombres complexes

Résumé. Pour I'instant, deux manieres d’écrire un nombre
complexe ze C:

1. algébrique : z=x+iy, avec x,y € R



Chapitre 1 : Les Nombres Complexes Ecriture trigonométrique des nombres complexes

Résumé. Pour I'instant, deux manieres d’écrire un nombre
complexe ze C:

1. algébrique : z=x+iy, avec x,y € R
2. trigonométrique : z = |z|(cos(6) + isin(0)) avec O un
argument de z.

Remarque
Tous les 6 + 2km, k € Z sont des arguments de z.




Ecriture trigonométrique des nombres complexes
Exemples d’écritures trigonométriques.

> Soitz=1+i. 0Onalz|=v1°+1%* = ¥2. Donc

1 1 2 2
Z:\/_(/__+I1/__)_\/§(7+I7)'

= \/E(cos(4 —{—Ism(g))
Et arg(z) = %.

> Soit z=3+iv/3.



Ecriture trigonométrique des nombres complexes
Exemples d’écritures trigonométriques.

> Soitz=1+i. 0Onalz|=v1°+1%* = ¥2. Donc

1 1 2 2
Z:\/_(/__+I1/__)_\/§(7+I7)'

.. 7-[
= \/E(cos(z)+15|n(z)).
Et arg(z) = %.
> Soit z=3+iv3. Donc |z] = y/3° + (V3)’ = V12 =243



Ecriture trigonométrique des nombres complexes
Exemples d’écritures trigonométriques.

> Soitz=1+i. 0Onalz|=v1°+1%* = ¥2. Donc

1 1 2 2
Z:\/_(/__+I1/__)_\/§(7+I7)'

= \/E(cos(4 )+ Ism(g))

Et arg(z):%.
> Soit z=3+iv/3. Donc |z] = /3" + (¥/3)° = vI2 =243 et
V3 J3 1
Z = 2\/_(7_+I7_):2\/§(7+I§),
.. 1-[
:2\/§(cos(g)—|—lsm(g)).
D’ou arg(z) = =



Ecriture trigonométrique des nombres complexes
Exemples d’écritures trigonométriques.

> Soit z=1—i+/3, donc |z| = y/1% + (V/3)* =2 et

1 43 5m . 5m
z=2 (5—17) =2 (COS(?) +ISIH(?)).

51

D’ou arg(2) = 5.



Ecriture trigonométrique des nombres complexes
Angles remarquables a connaitre

14 T
o [[0|=|=|<|=
64|32
cos(0) || 1 ‘/7§ ‘/77 % 0
sin(6) |0 3 | 21811




Ecriture trigonométrique des nombres complexes
Angles remarquables a connaitre

14 T
o [[0|=|=|<|=
64|32
cos(0) || 1 ‘/7§ ‘/77 % 0
sin(6) |0 3 | 21811

Exercice 7
Mettre les nombres complexes suivants sous forme
trigonométrique.
1. z; =—3+3i. 3. z3=3v/3-3i. 5. z5 =—2.
2. 22:1+J§I 4, Z4:8i.



Exponentielle complexe - Formule d’Euler
Définition : exponentielle complexe

Comment avez-vous défini la fonction exponentielle ?



Exponentielle complexe - Formule d’Euler
Définition : exponentielle complexe

Comment avez-vous défini la fonction exponentielle ?

Definition (Exponentielle par les séries)
Pour x e R

X def. X2 X3 X4 +00Xn
€ =1l+X+—+—+—+...= —

2 31 4l “nt

Correspond a la fonction exponentielle que vous connaissez!
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Exponentielle complexe - Formule d’Euler

Définition : exponentielle complexe

Remarque

2 3 4
La quantité 1+x+ 3 + %5 + %7 +. . . est toujours bien définie en
remplagant x e R par z€ C.

MC1 38/93



Exponentielle complexe - Formule d’Euler
Définition : exponentielle complexe

Remarque

2 3 4
La quantité 1+x+ 3 + %5 + %7 +. . . est toujours bien définie en
remplagant x e R par z€ C.

v

Definition (Exponentielle complexe par les séries)

PourzeC
Zdef ZZ Z3 Z4 +OOZn
—1+z+—+—+—+ —.
PAREC] = n!




Exponentielle complexe - Formule d’Euler
Définition : exponentielle complexe

Remarque

2 3 4
La quantité 1+x+ 3 + %5 + %7 +. . . est toujours bien définie en
remplagant x e R par z€ C.

v

Definition (Exponentielle complexe par les séries)

PourzeC
Zdef ZZ 23 24 +ooZ”
_1+z+—+—+—+ —.
PAREC] n:o”!

Théoréme
Soient z, 7 eC. Alors




Exponentielle complexe - Formule d’Euler
Définition : exponentielle complexe

Théoreme
Soient z, 7z eC. Alors

Corollaire

Soient z, Z eCetnez. Alors

1. L -7




Exponentielle complexe - Formule d'Euler
7
Formule d’Euler

Théoreme (Formule d’Euler)
Soit 6 e R, alors

e’ = cos(0) +isin(0).



https://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_d'Euler#/media/Fichier:Euler's_formula_proof.gif
https://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_d'Euler#/media/Fichier:Euler's_formula_proof.gif

Exponentielle complexe - Formule d'Euler
7
Formule d’Euler

Théoreme (Formule d’Euler)
Soit 6 e R, alors

e’ = cos(0) +isin(0).

Démonstration.
Hors programme ! Idées sans les détails

https://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_d’'Euler#
/media/Fichier:Euler’s_formula_proof.gif



https://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_d'Euler#/media/Fichier:Euler's_formula_proof.gif
https://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_d'Euler#/media/Fichier:Euler's_formula_proof.gif

Ecriture exponentielle des nombres complexes
Ecriture exponentielle des nombres complexes

Théoréme (Ecriture exponentielle)
Soit z e C. Soit 6 € R un argument de z. Alors

z=|z|€”.




Ecriture exponentielle des nombres complexes
Ecriture exponentielle des nombres complexes

Théoréme (Ecriture exponentielle)
Soit z e C. Soit 6 € R un argument de z. Alors

z=|z|€”.

Corollaire (Argument d’un produit)

Soientz,Z € C. On a vu arg(zz’) = arg(z) + arg(z')[2n].




Ecriture exponentielle des nombres complexes
Ecriture exponentielle des nombres complexes

Théoréme (Ecriture exponentielle)
Soit z e C. Soit 6 € R un argument de z. Alors

z=|z|€”.

Corollaire (Argument d’un produit)

Soientz,Z € C. On a vu arg(zz’) = arg(z) + arg(z')[2n].

Démonstration. )
Onaz=|zle®, 2 = |Z'|e”, avec 6 = arg(z) et 8" = arg(Z’). Donc

27 = 12||Z €% = |zZ|e

aggor}g/? +ﬁ9 )Ltaﬂ.rgument de zZ', donc g

i(6+6")




Ecriture exponentielle des nombres complexes
Ecriture exponentielle des nombres complexes

Corollaire (Argument d’un quotient)
Soientz,Z €C, Z #£0.0n a arg(f) = arg(2) — arg(Z))[2].
En particulier arg (%) =— arg(z’)[21r].




Ecriture exponentielle des nombres complexes
Ecriture exponentielle des nombres complexes

Corollaire (Argument d’un quotient)
Soientz,Z €C, Z #£0.0n a arg(f) = arg(2) — arg(Z))[2].
En particulier arg (%) =— arg(z’)[21r].

Démonstration.
i0 / / ie' / ’

Onaz=|zle ',z =|z|e" , avec 8 =arg(z) et & =arg(z ). Donc

z |z eie 1

a Ed oif

V4

i(6—6")

/ 4

z

donc 6— 6’ est un argument de f donc arg(f) =(6— 6')[21r]|.:|

V.




Ecriture exponentielle des nombres complexes
Les nombres complexes de module 1

Definition (L'ensemble U)

On appelle ensemble des nombres complexes de module 1,
ou cercle unité, I'ensemble

U={zeC/|z| =1},
= {cos(0) +isin(60)/ 0 € R} = {cos(0) +isin(0)/6 €0, 2m[},
—{°/0eRr} = {€°/6 €0, 2n[}.




Ecriture exponentielle des nombres complexes
Les nombres complexes de module 1

[~
-




Ecriture exponentielle des nombres complexes
Les nombres complexes de module 1

-
g




Ecriture exponentielle des nombres complexes
Les nombres complexes de module 1

]




Ecriture exponentielle des nombres complexes
Les nombres complexes de module 1

]
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Ecriture exponentielle des nombres complexes

sy
|
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/
N

45/93



Chapitre 1 : Les Nombres Complexes Ecriture exponentielle des nombres complexes

Sinf ¢ --= ‘

|

|

|

|

|

|

:

0+ 2
! 1
K COSG

=
—~
IS
Il
vl
CDN
ol
—

ol
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Section 4

Applications
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Théoreme (Formule de Moivre)
Soient6eRetne”

(cos(8) +isin(8))" = cos(nB) + isin(nH).




Chapitre 1 : Les Nombres Complexes Formule de Moivre

Théoreme (Formule de Moivre)
Soient6eRetne”

(cos(8) +isin(8))" = cos(nB) + isin(nH).

Démonstration.

On a (cos(8) +isin(6))” = ()" = €™ = cos(nB) + isin(n6).
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Exercice 8 o
Quelle condition sur 6 € R pour que la suite (e' )neN soit

périodique?



Chapitre 1 : Les Nombres Complexes Formule de Moivre

Puissance entiere d’'un nombre complexe

Proposition
SoitzeCetneZ.Onaz= |z|ei9 avec 6 € R un argument de
z. Alors

2" = (121€°)" = 121"€"™ = |2I" (cos(n®) + isin(n6)).

En particulier arg(z") = narg(z)[2m].
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Racines carrées d’un nombre complexe

Probleme. Soit a € C. On recherche les dzeux racines carrées
deaie.leszeCtelque z” =a.

Méthode 1 : via I’écriture exponentielle de a.

Proposition

] . <
Notons 6 = arg(a), donc a = |ale"”. Alors les racines carrées de

a sont
0
+./]ale’?.




Equations du second degré a coefficients complexes
Racines carrées d’un nombre complexe

Probleme. Soit a € C. On recherche les dzeux racines carrées
deaie.leszeCtelque z” =a.

Méthode 1 : via I’écriture exponentielle de a.

Proposition

] . <
Notons 6 = arg(a), donc a = |ale"”. Alors les racines carrées de

a sont
0
+./]ale’?.

Démonstration. "
Soitee {—1,1} et posons z= s«/lale’f. Alors

2
zZ =




Equations du second degré a coefficients complexes
Racines carrées d’un nombre complexe

Example

Déterminer les racines carrées complexes de A =1 +i+/3.
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Remarque

Parfois il n'est pas évident de trouver un argument 60 tel que
6
a=|lale”.

Méthode 2 : par identification des écritures algébriques.
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Z-a o (x+iy)2 =a+ipB,
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Remarque

Parfois il n'est pas évident de trouver un argument 60 tel que
6
a=|lale”.

Méthode 2 : par identification des écritures algébriques.

Notonsa=a +iB, avec a,BeR. Soitz=x+iyeC.On a

Z-a o (x+iy)2 =a+ipB,

= x2—y2+2ixy:a+i[3,




Equations du second degré a coefficients complexes
Racines carrées d’un nombre complexe

Remarque

Parfois il n'est pas évident de trouver un argument 60 tel que
6
a=|lale”.

Méthode 2 : par identification des écritures algébriques.

Notonsa=a +iB, avec a,BeR. Soitz=x+iyeC.On a
2

Z’=a & (x+iy)2:a+i,8,
= x2—y2+2ixy:a+i[3,
2 2
X —y = aq,
{2xy = B,
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Racines carrées d’un nombre complexe
Remarque

Parfois il n'est pas évident de trouver un argument 60 tel que
6
a=|lale”.

Méthode 2 : par identification des écritures algébriques.

Notonsa=a +iB, avec a,BeR. Soitz=x+iyeC.On a
2 .2 .
Z=a & (x+iy) =a+iB,

= x2—y2+2ixy:a+i[3,

=y = «a
= y = o
2xy = B
2 2
X -y = aq,
= 2xy = B
27 2
X" +y" = 4lal.
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Equations du second degré a coefficients complexes
Racines carrées d’un nombre complexe

Example
Trouver les racines carrées de 3 + 4.




Equations du second degré a coefficients complexes
Cas général : équation du second degré

Probléeéme. On souhaite trouver les 2oleux racines de
I’équation polynomiale de degré 2 : az" + bz+c =0, avec
a,b,ceC,a#0.



Chapitre 1 : Les Nombres Complexes Equations du second degré a coefficients complexes

Cas général : équation du second degré

Probléeéme. On souhaite trouver les 2cleux racines de
I’équation polynomiale de degré 2 : az" + bz+c =0, avec
a,b,ceC,a#0.

Proposition ,
Notons A = b~ —4ac € C le discriminant de I’équation. Soit

6 € C une racine carrée (complexe) de A. Alors I'ensemble des
racines de I'équation az’ +bz+c=0est
{—b —6 —b+46 }
2a  2a )




Equations du second degré a coefficients complexes
Cas général : équation du second degré

Démonstration.
2
az  +bz+c=




Equations du second degré a coefficients complexes
Cas général : équation du second degré

Example

Trouver les racines complexes des équations suivantes.
1. 7 +z—6=0.
2.22°—2z+1=0.
3. iz°=2z+1=0.




Deux formules & connaitre
Somme de puissances

Proposition
Pour tous a, b € C et tout n e N*

" " = (b—a)b" + b ra+b"?a ... +b'a"

n n
=(b—a) Z p" e = (b—a Z b a"*.
k=0 k=0

—1 +an)’




Deux formules & connaitre
Somme de puissances

Corollaire (Somme géométrique)
Pour tout z€ C et tout n € N,

el ==Lz e +2"), etdonc, siz#1
1_zn+1
14+z4+Z2" +c0cves +Zn:—
1—2z




Deux formules & connatre
. N
Le binoOme de Newton

Proposition (Bindbme de Newton)
Pour tous a,be C et tout ne N

N /n _ norn\
(@+b)'=> (k)akb" o > (k)an “p",
k=0 k=0

avec(Z):#_!k)!etklzlex---xk.

Example
2 2 2
> (a+b)" =a +2ab+b".
3 3 2 2 3
» (a+b)"=a +3ab+3ab” +b".
> (a+b)° =a°+6a’b+15a b*+20a’b’ +15a°b" +6ab” +b°.




Deux formules & connatre
. N
Le binoOme de Newton

Exercice 9

Soit z=2— . Mettre z4, puis 1 t+z+ 2%+ 2 sous la forme
algébrique.



Chapitre 1 : Les Nombres Complexes

Trigonométrie

cos et sin via exponentielles complexes

Proposition
Soit @ € R. Alors

e
cos(f) = ——— et sin(0) =

Démonstration.

Par la formule d’Euler : ® = cos(0) +isin(8). Donc

64 /93



Trigonométrie
Application : linéarisation des puissances de sin
et cos

Soient 6 € R, n € N*. On souhaite transformer cos(8)" et sin(6)"
en somme de cos(k8) et sin(kO) pour ke {1,...,n}.
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Tres utile en MC2 pour les calculs de primitives!



Trigonométrie
Application : linéarisation des puissances de sin
et cos

Soient 6 € R, n € N*. On souhaite transformer cos(8)" et sin(6)"
en somme de cos(k8) et sin(kO) pour ke {1,...,n}.

Tres utile en MC2 pour les calculs de primitives!

Méthode.

» Remplacer cos(6) et sin(0) par leurs expressions via
exponentielles complexes,

» développer (éventuellement par binbme de Newton),

» regrouper les exponentielles dont les arguments
dépendent de k6 pour faire apparaitre cos(k6) et sin(k8).
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et cos

Example

Soit 8 € R. On veut linéariser cos(9)3.

cos(@)3 = ,




Trigonométrie
Application : linéarisation des puissances de sin
et cos

Example
Soit 8 € R. On veut linéariser cos(9)3.

3

3 ei9+e—i6
cos(0)” = — |-
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Application : linéarisation des puissances de sin
et cos

Example

Soit 8 € R. On veut linéariser cos(9)3.

0 —io~3
3 e19 Le i
cos(0)” = — |-

1 , 0 Ny Y
_ _3(e3le+3e216e /9+3e/9e 216+e 3/6),
2




Trigonométrie
Application : linéarisation des puissances de sin
et cos

Example
Soit 8 € R. On veut linéariser cos(9)3.
; _ig~ 3
(9)3 ele+e i
cos = —1 ,
2
1 . o o s
_ _3(e3le+3e216e /9+3e/9e 216+e 3/6),
2

_ l3 ((e3i6 4 e—3i6) 43 (eie i e—ie)) )

N




Trigonométrie
Application : linéarisation des puissances de sin
et cos

Example

Soit 8 € R. On veut linéariser cos(9)3.

0 —io~3
3 ele Le i
cos(0)” = — |-

3i06 2i0 —i6 0 —2i6 —3i6
(e' +3ee™ 13" e ’),

((e3i6 4 e—3i6) 43 (eie i e—ie)) )

3

1
= — (2 cos(36) + 6cos(0)) = 2 cos(30) + 2 cos(6).

1
>3
1
>3
1

N




Trigonométrie
Application : linéarisation des puissances de sin
et cos

Example
Soit 6 € R. On veut linéariser sin(9)3.

3

R eie i e—ie
sm(9) = 2— ’
/

1 , o o s
_ 5 (e319_362/9e 19+3elee 2/9_e 3/9),
(21)
1 3i6 —3i6 i0 —i@
() -3(e ),
1 1 3
—— (2/sin(36) — 6isin(0)) = ——sin(36) + —sin(6).
(2,) 4 4




Trigonométrie
Application : linéarisation des puissances de sin
et cos

Exercice 10 A A
Linéariser cos(0) " et sin(0) .



Application : procédé inverse a la linéarisation

Soient @ € R, n € N*. On souhaite transformer cos(n6) et sin(n6)
en somme de cos(e)k et sin(G)k pourke{1,...,n}.

Méthode.
> Ecrire cos(n@), respectivement sin(nd), comme la partie
réelle, resp. imaginaire, de ",
» utiliser la formule d’Euler,

» développer.



Application : procédé inverse a la linéarisation

Example

Soit6eR.Ona | ,
cos(40) = Re(e"*®) = Re((€®)*) = Re((cos(8) + isin(8))*),

sin(48) = Im(e"*®) = Im((€®)*) = Im((cos(8) + isin(8))").
Or
(cos 8 + isin 8)* = cos(8)* + 4icos(6) sin(8)
+ 6i% cos(8)” sin(8)% + 4i° cos(8) sin(6)>
+i*sin(8)*.
Donc

cos(46) = cos(6)4 —6 cos(@)2 sin(9)2 + sin(9)4,
sin(40) = 4 cos(8) sin(6) — 4 cos(6) sin(8)°.




Application : procédé inverse a la linéarisation

Exercice 11
Soit 6 € R. Calculer cos(36) en fonction de cos(0) et sin(0).



Trigonométrie
Sinus d’'une somme, cosinus d’'une somme

Il est important de savoir retrouver rapidement les formules
suivantes. Soient a, b e R.

sin(@ + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b),
cos(@ + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).

Méthode. On passe de nouveau par les exponentielles
complexes.



Trigonométrie
Somme de sinus, somme de cosinus

Il est important de savoir retrouver rapidement les formules
suivantes. Soient a, b € R.

sin(a) + sin(b) = 25in(a—;b)cos(a_b),

2
_ by — 2 a+b\ [(a—-b
sin(a@) —sin(b) = cos( > )sm( > ),
by o at+b a—b
cos(a) + cos(b) = cos( > )cos( > ),
b 5 a+b\ [a—b
cos(@) — cos(b) =— sm( > )sm( > )

Méthode. On passe de nouveau par les exponentielles
complexes.



Trigonométrie
Somme de sinus, somme de cosinus



Quelques relations tres utiles, a connaitre

Soit 6 € R.
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