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Fonctions usuelles

Fonctions logarithme, exponentielle et puissance
La fonction logarithme

La fonction exponentielle

Dérivée d’'une fonction réciprogue

Graphe d’une fonction réciproque

Les fonctions puissance

La fonction exponentielle de base a
Croissances comparées

e Fonctions trigonométriques réciproques
@ La fonction Arcsinus
@ La fonction Arccosinus
@ La fonction Arctangente
@ Equations trigonométriques
@ Valeurs remarquables de Arcsin, Arccos, Arctan

e Fonctions hyperboliques
@ Les fonctions sinus et cosinus hyperboliques

"] La fonction tangente hyperbolique
@ Equations hyperboliques et fonctions réciproques
@ Exercices (fonctions hyperboliques)
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Fonctions usuelles

Fonctions logarithme,
exponentielle et puissance
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La fonction logarithme
La fonction logarithme

Théoreme : |l existe une unique fonction (notée In) définie
sur |0, +oo[ telle que In(1) =0 et

1
Vx>0, In'(x) — =,
X
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Fonctions usuelles La fonction logarithme

Propriétés du logarithme

> Va,beR}, In(@a.b)=Ina+Inb
> Va,beR?, In(a/b)=In(@)—In(b), In(1/a)=—In(a)
> VaeR,, VneZ In(@)=n.lna

» La fonction logarithme est une bijection continue et
strictement croissante de |0, +oo[ sur R.

In(1 + x)
» |im —=1
x—0 X

> Vx>0, Ihx<x—1
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Fonctions usuelles La fonction logarithme

» Tangenteen x=1:

In(1+ h) , 1

im ———=In(1)==—=1
h[»nO h " (1) 1
ou encore,
In(1+h) ~ h
h—0

» Position par rapport a la tangente :

Vhe]—1,+0[ In(l+h)<h.
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La fonction logarithme
Graphe de la fonction logarithme

Y

log
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Fonctions usuelles La fonction logarithme

Exercice : Donner les limites suivantes :
2x+1
1. lim In| ———
X— 00 2X_ 5

x2+1

X

2. lim In
X—>—-00

2In(x)+1
3. lim
X— 400 X

1
4. lim Xln(l—i——)

X—-+00
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La fonction exponentielle
La fonction exponentielle

La fonction réciproque de la fonction logarithme s’appelle la
fonction exponentielle.

Notation : exp(x) ou €"

exp est une fonction continue et strictement croissante définie
sur R et a valeurs dans |0, +o0[

[ exp(Inx) x Vx>0
Ona'{ln(exp(x)) = X VxeR
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La fonction exponentiell
Propriétés de la fonction exponentielle

> Va,beR, exp(a+b)=-exp(a).exp(b)
> Va,beR, exp(a—b)=exp(a)/exp(b)
> exp(0) =1

> VaeR, exp(—a)=1/exp(a)

> VaeR, VneZ, exp(n.a)= (eXP(a))n

/

> exp =exp
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Fonctions usuelles Dérivée d’une fonction réciproque

Dérivée d’une fonction réciproque

Théoreme. Soit / un intervalle ouvert et f :1— f(I) =/ une
fonction dérivable dont la dérivée reste de signe constant et
ne s’annule pas sur /. Alors :

» f est bijective (et strictement monotone);
» sa fonction réciproque F : ] — | est dérivable et

4 1
(™) =72
fof

Justification de la formule : en notant g = f* la fonction
réciprogue de f, on peut écrire

Vxe), (fog)(x)=x
/ / / 1
donc (fog)'(x) =f(9(x)).9

/
xX)=1 = gXx)=-
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Dérivée d'une fonction réciproque
Dérivée de I'exponentielle

(Inoexp)(Xx) = x

(Ino exp)/(X) = In,(exp(X)). exp,(X) =1

1 1

Donc : ’
onc: exp (x)= I ,( ) = —— = exp(X)
n ( exp(X) ()
Université
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Limites de I'exponentielle
On a:

X
X X e —1
lim e =0 lim e =400 lim
X0 X—400 x—0 X

=1

Exercice : Montrer ces limites, en utilisant ce que I'on sait de
la fonction logarithme.

Exercice : Montrer que la fonction

_1 ,
e *x six>0,

0 sinon,

f:x—

est continue et dérivable, de dérivée continue.
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Graphe d’une fonction réciproque
Graphe d’une fonction réciproque

Si f est bijective, on a :
Vx, (fof )(x)=x et (f
donc y=f(x) & x=Ff "(y)

Soit Gr = {(x, f(x)) | x €I} le graphe de la fonction f :

(X,y)€Gr & (v, x)=(V,f (v)) €G-

Autrement dit, on passe du graphe d’une fonction au graphe
de sa fonction réciprogue en échangeant les axes des
abcisses et des ordonnées (ce qui revient a symétriser la
figure par rapport a la droite d’équation y = x)
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Graphe d’une fonction réciprogue
Y
s _(gly)
|
|
|
|
|
e = = = (0.2)
| |
| |
— g -
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Graphe d’une fonction réciproque
Graphe de la fonction exponentielle

\ exp(x)

log
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Les fonctions puissance
La fonction puissance b

Soita> 0 et b € R on appelle « a puissance b » le nombre réel
définit par :

5 = exp(b. Ina)

Propriétés :

> (ab)c _ abc

> ab % ac _ ab+c
b b b
— > =
> aP/a¢ — gP¢ a xc =(ac)
b —
> 1/8 S a > (ab)/(cb) — (a/c)b Université
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Les fonctions puissance
La fonction puissance b

Soit b € R, la fonction :
u : ]O, —|—OO[ —s R

X — U(X) = x° = exp(b. In x)

s’appelle la fonction puissance b.
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Les fonctions puissance
Dérivées des fonctions puissance

u(x) = x° = exp(b. Inx)

/ /

u (x) =exp (b.Inx).(b. In/X) = exp(b. Inx)g

/

u'(x) = b. exp(— Inx). exp(b. Inx) = b. exp((b—1). Inx)

u'(x) = bx"1
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Les fonctions puissance
Propriétés des fonctions puissance

beR, x€]0,+oof, u(x) — x° —exp(b.Inx), u'(x) —bx"!

» b>0
> u/(x) =bexp((b—1) Inx) > 0 : la fonction puissance b est strictement
croissante.
> lim (b.Inx)=40 = |im x° = 400
X— 400 X——+00
> lim(b.Inx)=—0c0 = Iim x"=0:
x—0 x—0

la fonction puissance b se prolonge par continuité en 0 en posant :
u(0)=0

u(x _
> Sib>1: lim uta _ lim X' = lim exp((b—1)Inx)=0:
x—0 X x—0 x—0
la fonction puissance b est dérivable & droite en 0, uy(0) =0, et Ia
tangente au graphe est horizontale.
u(x _
> 5i0<b<1:lim 2 _ jimxP
x—0 X x—0

la fonction puissance b n’est pas dérivable en 0, la tangente au graphe

Université
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1 .
:)I(inoexp((b— 1)Inx) = +00 :

Les fonctions puissance
Propriétés des fonctions puissance

beR, x€]0, +of, u(x) — x° —exp(b.Inx), u’(x) —bx"!

» b<0
> u’(x) =bexp((b—1) Inx) <0 : la fonction puissance b est
strictement décroissante.

. . b
> lim (b.Inx)=—0c0 = lim x =0
X—-+400 X—-+00

: . b
> lim(b.InX)=400 = limXx =+00
x—0 x—0

» b =0. La fonction puissance 0 est constante de valeur 1.
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Les fonctions puissance
Graphes des fonctions puissance

A

b>1

0<b<1

|
|
|
]
1 = Université
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Fonctions usuelles Les fonctions puissance

Exercice : Associer chacune des équations suivantes avec une
des courbes :
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La fonction exponentielle de base a
Exponentielle de base a

Soit a > 0. La fonction

v: R — R
X — v(X)=a =exp (x.In(a))

s'appelle la fonction exponentielle de base a
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La fonction exponentielle de base a
Propriétés de I'exponentielle de base a

v(x) = a* =exp(x.In(@)) V'(x)=In(a).a"

> Sia>1:
1. Ina>0, donc VxeR, v’(x)>0

la fonction exponentielle de base a est strictement croissante.

2. xllTooX' In(@) = +00 = xllToo exp (X. In(a)) = 400

3. lim x.In(a)=—00 = . Iirlwooexp (x.In(a)) =0

X——00

> Sia<l1:
1. Ina<0, donc Vx e R, v'(x)<0

la fonction exponentielle de base a est strictement décroissante.

2. x—“»TooX' In(@) =—00 = X_Il)Tooexp (x.In(a)) =0

el Xll)rfoox. |n(a) =400 = xliToo exp (X, In(a)) — 400
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La fonction exponentielle de base a
Graphe de I'exponentielle de base a

a<l a>1
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Fonctions usuelles La fonction exponentielle de base a

Exercice : Associer chacune des équations suivantes avec une
des courbes :
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Fonctions usuelles Croissances comparées

im — =0
X—+00 X

x

Vx>0, Inx<x = In(¥/X)<vXx

InXZZIn(ﬁ):ZIn(J)_() 2

1
Vx>1: 0< <
X VX /X Jx

_ In X
im — =0
X—-+00 X
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Fonctions usuelles Croissances comparées

X
_ e
im — =400
X— 400 X
0 X 5
Siu(x)=¢e": Xﬂrrmu(x) +
X
In(u(x)) Ine X
lim =0 lim ~— = lim —=0
X— 00 U(X) X— 400 e X—>+00e
X
e
lim — =400
X—-+00 X
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Fonctions usuelles Croissances comparées

a>0, b>0,

Université Paris Cité

lim
X—-+00 X

(In(x))"

a

Fonctions usuelles Croissances comparées

Exercice : Montrer les limites suivantes :

1

2

3

4

. Poura>0, b>0,

. Poura>0, b>0,

. Poura>0, b>0,

. Poura>0, b>0,

Université Paris Cité

X X
lim u(x) =400
X—-+00
(In(x))°
lim — =0
X—-4-00 X
PaeCite
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lim Xa| InX|b =0
x—0
exp(ax)
X—-+00 X
i b
lim |x| exp(ax)=0
X——00
exp(ax)
lim ——— =+
TR (In(x))
PaeCite
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Fonctions usuelles Croissances comparées

Exercice : Donner les limites des fonctions suivantes en +o0 et

en —oo,
1. f(x) = x> In(|x]) = x° + In(|x])
fix)=x e~ +x%e  —3x"—2x°

2. f(x
3. f(x) =X In(|x]) = x* + In(jx]) + € + e~
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Fonctions usuelles

Fonctions trigonométriques
réciproques
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Fonctions trigonométriques et théorie du signal

B Signal : quantité variant
=8 avec le temps. Permet de coder musique, films, etc...

Théorie de Fourier : Tout signal périodique de période T est, a
une approximation pres, un mélange de fonctions
trigonométriques sin(@) et cos(@) (k € 7).

F F

M

1 f— O] 1 Fﬂcﬁn* -
Square wave \

—_— 1 _

LA A i

- Y
e
=

=Y

Plus le nombre de fonctions trigonométriques utilisées est

important, plus I"'approximation est bonne | Universite
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La fonction sinus sur |— 2, ]

La fonction sinus est continue et dérivable sur|—3, 3], a
valeurs dans l'intervalle | —1, 1]

/ . m T
sin X = cosx > 0 puisque x €] — 5 E[

La fonction sinus est donc continue et strictement croissante

sur|— 3, 5[, c’est donc une bijection de cet intervalle sur
I"intervalle | —1, 1J.
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La fonction Arcsinus
La fonction Arcsinus

La restriction de la fonction sinus a ]— 7, 5[ admet une
réciproque, la fonction Arcsin :]—1, 1[—]— 3, 5[, qui vérifie :
> Arcsin est continue et strictement croissante
{ sin(Arcsinx) = x Vxe€]—1,1]
. . m T
Arcsin(sinx) = Xx Vx€|—3,5
Attention, bien que les deux termes soient toujours
définis, on n’a pas Arcsin(sin x) = x pour tout x réel!

> Vxe€]—1,1[, cos(Arcsinx)=V1 —x°
Preuve : ona cosz(ArCSinX) =1-— sinZ(Arcsinx) —1—x°
avec Arcsinx €] — 3, 5[ = cos(Arcsinx) > 0.
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Fonctions usuelles La fonction Arcsinus

La dérivée de Arcsinus

Sur l'intervalle ] — 3, 3, la dérivée de la fonction sinus (cos) est
de signe constant et ne s’annule pas, donc la fonction
Arcsinus est dérivable sur|—1, 1] et

1 1
Arcsin'(x) — = — _
sin’ (Arcsinx)  cos(Arcsinx)

donc Vxe€]—1,1], Arcsin’(x)=
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La fonction Arcsinus
Définition de Arcsinus sur [—1, 1]

La fonction sinus est aussi une bijection continue de

[—m/2, /2] vers [—1, 1], ce qui permet d’étendre la fonction
Arcsinus comme une bijection continue de [—1, 1] vers
[—m/2, 11/2].

Attention : Arcsinus n’est pas dérivable en —1 et en 1.
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La fonction Arcsinus
Les graphes de Sinus et Arcsinus

= arcsin x
- " ...........................
2
1 ( Yoasacooosoaaaaaanssosg/bog 444444444444 3
; ;sinx
ﬂ :
T2 =1l z
° ° © © L
' ™ x
1 2
..................................... " R 1
........................... " _— l
2 | Université
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La fonction Arccosinus
La fonction cosinus sur |0, 7|

La fonction cosinus est continue et dérivable sur ]0, nt[, a
valeurs dans |—1, 1]

cos X = —sinx < 0 puisque x €]0, 7|

La fonction cosinus est donc continue et strictement
décroissante sur |0, [ , c’est donc bijection de cet intervalle
sur l'intervalle | -1, 1].
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Fonctions usuelles La fonction Arccosinus

La fonction Arccosinus

La restriction de la fonction cosinus a |0, [ admet une
réciproque, la fonction Arccos :]—1, 1[—]0, ©t[, qui Vvérifie :

» Arccos est continue et strictement décroissante
> { cos(Arccosx) = x Vxe€]—1,1]

Arccos(cosx) = x Vx¢€]0, n|
> Vxe€]—1,1], sin(Arccosx)=+v1 —x°
> Va, cos(g —a) =sind
= cos (5 — Arcsin x) = sin(Arcsinx) = x
= Arccos (cos (5 — Arcsinx)) = Arccos(x)
= 3 — Arcsinx = Arccos(x) car 5 — Arcsinx €]0, r|

donc Vx €]—1,1[, Arccosx+Arcsinx=72 ] Université
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Fonctions usuelles La fonction Arccosinus

La dérivée de Arccosinus

La fonction Arccosinus est dérivable sur|—1, 1] et:

5 T / ./
Arccos x + Arcsinx = — = Arccos (x) = —Arcsin x
, 1
Arccos (x) =—
2
1—x
Université
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Fonctions usuelles La fonction Arccosinus

Définition de Arccosinus sur [—1, 1]

La fonction cosinus est aussi une bijection continue de [0, 7]
vers [—1, 1], ce qui permet d’'étendre la fonction Arccosinus

comme une bijection continue de [—1, 1] vers [0, r].

Attention : Arccosinus n’est pas dérivable en —1 et en 1.
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Fonctions usuelles La fonction Arccosinus

Les graphes de Cosinus et Arccosinus

N
........... T
arccosxr
g
1
-1 1 z T
- S
Université Paris Cité 2024-2025

Fonctions usuelles La fonction Arctangente

La fonction tangente sur|—3, 3

La fonction tangente est définie par :

sin X

T
tanXx = VX & —+nZ
cos X 2
lim tanx=—00 et lim tanXx = 400
X—>—£+ X-’E_
2 2

La fonction tangente est périodique de période .
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La fonction Arctangente
La dérivée de la fonction tangente

La fonction tangente est continue et dérivable, comme
quotient de fonction continues et dérivables, sur]—3, 5[ et a
valeurs dans R.

2 . 2
, cos X +sin X 1 2
tan X = > = ——=1+tan X
cos X cos X

La fonction tangente est donc continue et strictement
croissante sur | — g g[, c’est donc une bijection de cet
intervalle sur R.
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Fonctions usuelles La fonction Arctangente

La fonction Arctangente

La restriction de la fonction tangente a | — 3, 5[ admet une
réciproque, la fonction Arctan : R—]— 3, 3, qui vérifie :

» Arctan est continue et strictement croissante
{ tan(Arctanx) = x VxeR

m T

Arctan(tanx) = Xx Vx€]—3, 5|
([ (s
» lim Arctanx = — lim Arctanx =——
X—4-00 2 X——00 2
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La fonction Arctangente
La dérivée de Arctangente

Vx€]— 2,2 tan'x #0, donc la fonction Arctangente est

dérivable sur R et :

, 1 1
Arctan x = =

1 +tan2(Arctanx) 1 4 x°

Université
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La fonction Arctangente
Les graphes de Tangente et Arctangente

&) A

tanx

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

v

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Fonctions usuelles Equations trigonométriques

Equations
trigonométriques
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Equationsinx=a, ae€[-1,1]

Rappel : la fonction sinus est 2m-périodique, et impaire

ael-1,1] & 3Fae[-3,35] a=Arcsina
sinX =a
& sinx—sina=0
X—a X+a
= 25in( )cos( ):O
X—a X+
= sin( ):O ou cos( ):O

= X=0+2kn, ke€eZ ou x=mn—oa+2kn, keZ

L’ensemble des solutions de I’équation sinx = a est donc
S={a+2km}ies U {m—a+ 2k}, .7 avec a = Arcsin &\l sz
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Equation cosx=a, ae€[-1,1]

Rappel : la fonction cosinus est 2n-périodique, et paire

ael—-1,1]] & 3Fae€[0,n] o=Arccosa

cosX =a
= cosX—cosa =0
X—d X+
= —25in( )sin( ):0
X—a X+ O
= sin( ):O ou sin( ):O

= X=a+2kn, ke”Z ou x=—a+2kn, keZ

L’ensemble des solutions de I’équation cosx = a est donc
S={a+2kn}iecz U {—a+2km} c; avec a = Arccos ay)] yvesi

Paris Cité
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Fonctions usuelles Equations trigonométriques

Equationtanx=a, ae€R

Rappel : |a fonction tangente est m-périodique, et impaire
Elle n’est pas définie pour les réels de la forme §+I<1T, keZ
En posant a = Arctan(a), I’équation tanx = a s’écrit

tanX = tan O
Comme la fonction tangente est bijective sur|— 3, 3 et

m-périodique, I'ensemble des solutions de I’équation tanx = a
est donc

S={a+km keZ} avec o=Arctan(a).
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Valeurs remarquables pour Arcsin

T2
_/r /3
/ \6/2
T
T
/ 1/ /6
V2,
. /2 1 0
12 3/
37'[/2

Valeurs remarquables pour Arccos

t Arcsint

T

1 >
V3 m
2 3
V2 n
2 4
1 n
2 6
0 0

1 _nI
2 6

_ 42 _m
2 4

_ 43 _m
2 3

Tt

—1 -3
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/2
/r /3
/ \6/2
T
T
1/ /6
2
1 0

12 3y

37'[/2

t Arccost
1 0
V3 s
2 6
2 s
2 4
1 n
2 3
T
0 >
1 2m
2 3
A
2 4
_ 43 5n
2 6
-1 T
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Valeurs remarquables de Arcsin, Arccos, Arctan
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Valeurs remarquables de Arcsin, Arccos, Arctan
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Valeurs remarquables de Arcsin, Arccos, Arctan
Valeurs remarquables pour Arctan

/2
/@21‘ 73
/ VZ) /4 t Arctant
/ 1/ / /6 V3 g
/ vd 1 u
, 1 n
- 2 Lo J/3 6
12 3/ 01 On
/3 6
/ — =i
/ R

Paris Cité
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Fonctions usuelles Valeurs remarquables de Arcsin, Arccos, Arctan

V3

Exercice : Résoudre I'équation cos(x) = —

1
Exercice : Résoudre I'équation sin(x) = 5

Exercice : Résoudre I'équation tan(x) = /3.
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Fonctions usuelles

Fonctions hyperboliques
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Les fonctions sinus et cosinus hyperboliques
Les fonctions sinus et cosinus hyperboliqgues

On définit la fonction sinus hyperbolique par :

Vx €R sh(x)= >

On définit la fonction cosinus hyperbolique par :
X —X
e +e

VxeR ch(x)= >
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Les fonctions sinus et cosinus hyperboliques
Propriétés des fonctions sh et ch

> VxeR sh(—x)=—sh(x) : la fonction sh est impaire
> VxeR ch(—x)=ch(x) : la fonction ch est paire
—X

> ch(x)+sh(x)=€" et ch(x)—sh(x)=e

> ch’(x)—sh’(x) = (ch(x) +sh(x))(ch(x) — sh(x)) = 1
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Fonctions usuelles Les fonctions sinus et cosinus hyperboliques

Fonctions circulaires et fonctions hyperboliques

Les fonction cos et sin permettrent de représenter le cercle
L ir s : 2 2 -
unité d’équation X" +Y" = 1 sous forme parameétrique :

{ ))fi;‘;s((tt)) , t€ [0, 2.

Il en va de méme des fonctions ch et sh, qui permettent de
représenter la branche X > 0 de I'hyperbole d’équation

X% —Y? =1 sous forme paramétrique :

X = ch(t)
{ y =sh(t) * LER
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Les fonctions sinus et cosinus hyperboliques
Représentation paramétrique du cercle

Y
\ cos?(t)+sin?(t)=1

A
X2+Y2=1 7
SRS
(cercle) &
aire t/,
\ y | 'X
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Fonctions usuelles Les fonctions sinus et cosinus hyperboliques

Représentation paramétrique de I’'hyperbole

Y
A

sh(t)

airet/5 |

X2Y2=T\
(hyperbole)

N
N
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Fonctions usuelles

Les fonctions sinus et cosinus hyperboliques

Dérivées et variations de sh et ch

X —X
, e +e
> sh (x) = — - ch(x)
X —X
, e —e
» ch (x) = > = sh(X)

Vx € R sh'(x) = ch(x) > 0 : sh est strictement croissante.
Six>0 x>—x = e >e donc:

Six>0 s

h(x) >0 = ch croissante
Par imparité Six<0 sh

X
(x) <0 = ch décroissante
ch(0)=1 = Vx#0ch(x)>1
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Fonctions usuelles

Les fonctions sinus et cosinus hyperboliques

Limites des fonctions sh et ch

im e =+oc0 et im e =0
X—-+00 X—-+00
» lim sh(x) =400 lim sh(x)=—o0
X——+00 X——00
> lim ch(x)=+o0 lim ch(x) = +00
X—-+00 X——00

—x ch(x) > sh(x)
VX €R ch(x)—sh(x)=e " >0 = { lim_(ch(x)—sh(x)) =0

X—+00
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Les fonctions sinus et cosinus hyperboliques
Les graphes de sh et ch

y
JA chz yshax
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La fonction tangente hyperbolique
La fonction tangente hyperboligue

On définit la fonction tangente hyperbolique par :

sh(x)
VxeR th(x)=
ch(x)
Dérivée :
/ ’ 2 2
th’(X) _ sh (X)ch(X)Z—sh(X) ch (x) _ ch (X)2—sh (x)
ch™(x) ch™(x)
’ 2 1
th' (x)=1—-th"(x) = ——
ch™(x)
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La fonction tangente hyperbolique
Variations et limites de th(x)

1
ch®(x)

La fonction tangente hyperbolique est donc strictement
croissante sur R

>0

th’(x) =

th( ) ex_e—x ex(l_e—ZX) 1_e—2x

X)= — = — — —
ex_i_e X ex(1+e 2x) lie 2X
im e =0 = lim th(x)=1
X—-00 X—+00

La fonction th étant impaire : lim th(x)=-1

X——00 Université

Paris Cité
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La fonction tangente hyperbolique
Graphe de tangente hyperbolique

th(z)
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Equationshx=a ae€R

shiX)=a & e —e =2a

Equations hyperboliques et fonctions réciproques

& (€)Y =2ae"—1=0

L’équation x> —2aX—1=0 a une seule racine positive :

a+\/a2+1.

sh(x)=a & x:ln(a+'\/a2+1)

— |a réciprogue de la bijection sh: R — R est la fonction

argsh(y) = In(y + v y2 +1)

Université Paris Cité

2024-2025

Graphe de I'argument sinus hyperboligue

Mathématiques et calcul 1
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Equations hyperboliques et fonctions réciproques

y = argsh(x)|

-10

Université Paris Cité

2024-2025

Mathématiques et calcul 1
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Equations hyperboliques et fonctions réciproques
Equationchx=a a=1

ch(x)=a & e‘+e*=2a & () —2ae"+1=0

L’équation X*>—2aX +1=0 a deux racines positives :

u:a+\/a2—1etv:a—\/az—lquivériﬁent:uv:l
chix)=a & x::bln(a+\/a2—1)

— la réciproque de la bijection ch : R — [1, +o0[ est |la fonction

argeh(y) = In(y +v/y* — 1)
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Equations hyperboliques et fonctions réciproques
Graphe de I'argument cosinus hyperbolique

5F T T T T T T T T =
y = argch(x)|

2t i
=
1 L .
0t i
1t i
_2 = 1 1 1 1 1 1 1 1 |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Université
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Equations hyperboliques et fonctions réciproques
Equationthx=a ae€|—1, 1]

X —X 2X
e —e e —1
th(x) = =

e ™ e¥i1
l1+a
thx=a o e —1=ae”+1) o ezle
—a
l1+a
>0:
l—a

1 1+a
thx=a & X:—In( )
2 1—a

— |la réciproque de la bijection th: R —]— 1, 1] est la fonction

1 1+y
argth(y) = 5 In (Ty)
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Equations hyperboliques et fonctions réciproques
Graphe de I'argument tangente hyperbolique

y = argth(x)]
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Exercices (fonctions hyperboliques)
Exercice

1) Développer, pour x,y €R :

a) ch(x)sh(y) b) ch(x) ch(y) C) sh(x)sh(y)

2) En déduire les identités suivantes :
> sh(x + y) = sh(x) ch(y) + ch(x) sh(y)
> ch(X +y) = ch(x) ch(y) +sh(x) sh(y)

3) En déduire directement :
> sh(x—y) = sh(x) ch(y) — ch(x) sh(y)
» sh(2x) = 2sh(x) ch(x)
> ch(x —y) = ch(x) ch(y) — sh(x) sh(y)
> 1 =ch’(x)—sh’(x)

2 2 _—
» ch(2x)=2ch"(X)—1=1+ 2sh™(x) | pareite
2024-2025 Mathématiques et calcul 1 88
Exercice

Démontrer I'identité suivante pour x,y € R :

th(x) + th(y)
1+ th(x)th(y)

th(x+y) =

puis en déduire directement :

th(x) —th(y)

) X =Y) = T S the)
2 th(x)
b) th(2x)= 2
1 +th"(x)

Université
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Exercices (fonctions hyperboliques)
Fonctions circulaires et hyperboliques sur C
(hors programme)

On peut généraliser les définitions connues pour ze€ C :

iz —iz iz —iz
( ) e +e _ (Z) e —e
cos(Z) = ———, siIn S5SS
2 21
—Z z -z
h(Z) e +e h(Z) e —e€
C = ;S =
2 2

On a alors immédiatement les identités :
ch(iz) = cos(z), sh(iz) =isin(z), th(iz)=itan(2).

Ces identités permettent de retrouver les identités
hyperboliques a partir des identités circulaires (et

Université
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Fonctions circulaires et hyperboliques sur C
(hors programme)

ch(iz) = cos(z), sh(iz) =isin(z), th(iz)=itan(2).

cosz( Z)+ sin”

=1
= ch’ (iz) (—sh IZ)
1.

= ch (IZ)—sh (iz)

ch(iz+iZ) = cos(z+Z2))
= cos(Z)cos(z )— sin(Z) sin(Z’)
= cos(z )cos(Z )+I sin(Z) sm(Z)

= Ch(IZ)Ch(IZ )+ sh(iz) Sh(IZ )- | Yniversite

Paris Cité
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Développements limités

Développements limités
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Développements limités Introduction

Introduction

Définition

Unicité du développement limité

Polynbme de Taylor

Formule de Taylor-Young

Développements limités des fonctions usuelles (1)
Lien avec la dérivabilité

Opérations sur les développements limités
Développements limités des fonctions usuelles (2)
Primitive d’'un développement limités
Développements limités des fonctions usuelles (3)
Quelques exemples

Applications
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Introduction
Introduction

Comment décrire précisément le comportement de la fonction

f(x)= au voisinage de x=07

f est continue en 0 donc f(x) — f(0)=1

x—0
ce qui peut encore s’écrire f(x) =1 + 00(1)
X—
i / 1 f(X)_ 1 /
f est derivable en 0 (f (x) = - X)z) donc — -7 (0)=1
- X

ce qui peut encore s’écrire f(x) = 1 + x + 0(x)

Peut-on aller plus loin?

Université
Paris Cité

2024-2025 Mathématiques et calcul 1 94
Introduction
n+1
2 n 1_X +
YneN, l+X+X +...+4X =
1—x
n+1 n 1
Comme x '~ =o0(x )et —— — 1, on a donc
1— x x—0
2 n 1 n
l+X+X +...+X = 1—+o(x )
—X

c'est-a-dire

—— =P, (x)+0(x") avec Pn(x):1+x+x2+...+x”.
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Développements limités Introduction

>
X
Université
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Développements limités Définition

1

Pour la fonction f(x) = ;= et tout entier n € N, il existe donc

un polynéme P, tel que

f(x)=P,(x)+ o (x").

x—0

P, est une approximation (polynomiale) de f pres de 0O
1 1
35)-"el55)
10 10

Pour une fonction quelconque définie au voisinage de 0 :
» Existence de P, ?
» Unicité de P, ?
» Comment obtient-on P, ?

<10°°

S _
Exemple : si x = 75 et n =6,

Université
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Développements limités Définition

Définition : Soit f une fonction définie au voisinage de 0 et
n € N. On dit que f admet un développement limité d’ordre n
en 0 (noté DL,) s’il existe un polynébme P,,, de degré au plus n,
tel que

f(x)=Pp(x)+ o (x").

x—0

Si a € R, on définit de méme un développement limité d’ordre
n de f au voisinage de a € R par

f(x) = Qn(x—a)+ o ((x—a)").

En posant x=a+ h, on se ramene aun DL, en 0 :

f(@a+h) =Qn(h)+ o (h").

—
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Développements limités Définition

: 2 n
Remarque : si P,(x) =ag+a;x+axx +...+a,x estunDL,
de f au voisinage de 0, alors on obtient un développement
limité d’ordre k < n par troncature de P, (on supprime les
termes de degré > k).

Autrement dit,
Pi(X)=ag+aix+ a2x2 +...+ akxk
est un DL, de f au voisinage de 0.
Cette propriété est une simple conséquence de I'implication
P k

p>k = Xx = o0 (x).
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Développements limités Unicité du développement limité

Proposition : Si une fonction f, définie sur un voisinage de 0,
admet un développement limité d’ordre n en 0, ce
développement est unique.

Supposons f(x) = P, (x) +0o(x") = Q,(x) + o(x")

Notons P,(x)—Qp,(X) =ag+a1x+...+ anxn.

Si P, — Q,, n'est pas le polyndme nul, il est équivalent en 0 a son terme de
plus bas degré, du type akxk avec 0 <k <n.

5 n n k n
Comme par hypothese, ag+a1x+...+a,x =0(x ),onaax =o(x ), ce
qui contredit le fait que kK < n.

Par conséquent, P, — Q, est le polynéme nul.

Université
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Développements limités Polynéme de Taylor

Si f est dérivable en 0, alors f(x) = agp + a;x + 0o(x) avec
ap = f(0) et a; = ' (0).

Comment obtient-on les coefficients suivants?

Pour la fonction f(x) = L ona:

1—x"’

fx) = (1—x)" f0) = 1

Fx) = 1-x7"° Fo) = 1

/(x) = 2(1—-x)" /0y = 2

) = 2x31-=x)" f20) = 2x3

) = 2x3x41—x)" fY0) = 2x3x4

) = 2x--xnl—=x)""" o) = ni

/ ’ 117 (4) (n)
£(0) £(0) 1(0) , £ (0) 3 £7(0) 4 77(0) ,
P,(x) = + X+ X+ X+ X 4ot X
OI :I.I 2' 3' 4'I Im IL)J:rll\ge(r:sI{ze
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Développements limités Polynéme de Taylor

Définitions : Soit f une fonction définie sur un intervalle
ouvert contenant 0 et n € N.

On appelle polynédme de Taylor d’ordre n de f en O le
polynéme
7o) ), ) 5 70,
11 21 3 T T Y

par
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Développements limités Formule de Taylor-Young

Formule de Taylor-Young : Soit n > 1, et f une fonction n—1
fois dérivable sur un voisinage de 0 et dont |la dérivée n-ieme

existe en 0.

Alors f admet un DL, en 0, et celui-ci est donné par le
polynéme de Taylor d’ordre n de f en 0.
Autrement dit,

/ ’” (n)
)=o)+ ey L2 O

X" +o(xn)
1! 2! n! '
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Développements limités Formule de Taylor-Young

Preuve : Notons P, le polynébme de Taylor de f en 0, et

n 7
R, =f—P, le reste. Montrons que R, = o(x ) par récurrence
sur n.

1. Pourn=1:

donc

et
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Développements limités Formule de Taylor-Young

2. Supposons que le résultat soit vrai a I'ordre n—1

La fonction f’ vérifie les hypothéses a I'ordre n—1 et le

polynéme de Taylor de f’ est la dérivée du polyndme de
Taylor de f, car

(f(0)+ T X4l (!O)x2+--~+

(o) Xn)'
2

n!
, (Y0 ()0, (F)"H0) s
1 TR (n—1)! X

Par hypothése de récurrence (appliquée a f’') on a donc

R (x) = ' (x)— Pp(x) = o(x" ")

Université
Paris Cité

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 106



Développements limités Formule de Taylor-Young

R’ (x R’ (x
3. lim n():O = Ve>0,30>0, [x|<a=| n(X)
X—0 Xn—l n—1

|<e¢

Soit x €]0, a], d’apres le théoreme des accroissements
finis sur [0, x] appliqué a R,(x) on a

R
Ac €]0, X| ”)gx) =R/ (c)
Ra(X),  Rn(€), Ry(C)
donc |an |:|7~;—1|5|rr7;—1|5“E
X C

Le raisonnement est le méme si x € [—a, 0.
, Rn(X)
Onamontré :Ve>0, 3a>0, |x|<a=|—|<e¢
X

c’est-a-dire R, (x) = o(x").

Université
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Développements limités des fonctions usuelles (1)
—1 2 n n
> fX)=(1—Xx) =14+X+X"+---+X +0(X)
a
> f(x)=(1+x)
a(a—1) 2 a(a—1)---(a—n+1) n n
=1l+ax+ (2! Iy v X )nf Ix +o0(x")
X x2 xn n
> f(X)=€ =14Xx+5+--+ 5 +0(X)
Université
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles (1)

YA
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles (1)

exp()

>
0 x

2 3 4 5 5

exp(X) =1 +X+ 3+ 3 + 77 + 5 +0(X

)
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles (1)

3 5 2p+1

> f(X)=sinx = x—§+’§—+-~+(—1)p(§p+l), +o(x*Pth
X p x*P 2p

> f(X)=cosx=1—3+ 77+ +(—1) (Zp)!—FO(X )
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles (1)

sin(X) =X — 37 + 5 — 77 + 57 — 131 + O(X

Université
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles (1)

SN2
R

6 8 10 10
)

2 4
cos(X):l—%+%—%+%—%+o(X
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles (1)

Exercice : Pour x = 1%, comparer :
0 n
X X X
1. exp(x) et — +—+---+—pourn=1,2,3,4
o' 1! n!
2. sin(x) et S (1)’f’xzp+1 0,1,2
.sin(X)etX— —+ —+--+(—1) ——— pourp=0, 1,
| 31 " 51 2p+ 1) PoIrP
2 4 2p
3 (x)etl X +X + o o0 4 ( 1)pX pourp=0,1,2
. COS —— +—+t+(—1) — =0, 1,
2! 4! (2p)!
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Développements limités des fonctions usuelles (1)
Exercice : les DL pour calculer des limites

1. Donner un DL, de la fonction cos(x)
2
X 2
cos(X) =1— > +o(x")

2. En déduire

cos(x)—1
lim
Université
Paris Cité
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Développements limités Lien avec la dérivabilité

Proposition :

e Si f admet un DL, (n = 0), alors f est continue en 0

e Si f admet un DL, (n > 1), alors f est dérivable en 0 et f’(O)
est le coefficient de x dans son développement limité

e Pour les dérivées d’ordre supérieur, on ne peut rien dire.
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Opérations sur les
developpements limités
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Théoreme : Soit n un entier et / un intervalle contenant 0.
Soit f et g deux fonctions définies sur | et admettant chacune
un développement limité d’ordre n en O :

f(X)=Py(x) +0o(X")  g(x)=Qn(x)+0(x")

Somme : f+ g admet un développement limité d’ordre n en 0 dont le
polynéme de Taylor est la somme de ceux de f et g.

Produit : fg admet un développement limité d’ordre n en 0 dont le
polyndme de Taylor est constitué des termes de degrés inférieurs ou
€gaux a n dans le produit P,Q,,.

Composition : si f(0) =0, gof admet un développement limité en 0, dont
le polynbme de Taylor est constitué des termes de degrés inférieurs ou
€gaux a n dans le polyndme composé Q,, o P,,.
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Lemme : Si ¢ est une fonction bornée au voisinage de 0 et
Y(x) = o(x"), alors @(x).¢(x) = o(x").

Preuve :

> @ bornée sur un voisinage/de0 = 3IM,Vxe
L le(Xx) <M

X

Y=oy > lim L

x—0 x

R |<p(x)zu|(x)| _ )

=0

— 0

|x Ix"| x=0
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Il suffit de montrer que les restes de Taylor de la somme, du
produit et de la composition des fonctions sont négligeables
devant x".

Produit :
f(X)=P,(x)+0(x")  g(x)=0Qp(x)+0(x")
F(x)g(x) = (Pp(x) + 0(x"))(Qn(x) + 0(x"))

= P, (X)Qn(X) + Py(x)0(x") + Qp(x)0(x") + o(x")o(x")
P, et Q, sont bornées au voisinage de 0
= Py(x)o(x") = 0(x"), Qn(x)o(x") = o(x")
o(xMo(x") = o(x*") est négligeable devant x”

On a donc f(x).g(x) = P,(x).Q,(x) + o(x"),

et le DL,(0) de f.g est donc obtenu par troncature de P,.Q,,
c’'est-a-dire en conservant uniguement les termes de degré au
plus n du polynéme P,.Q,,. | PEHE
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S e AR RS e
Extension : DL, x DL,

Soit f, g telles que f(x) — XXX +o(x3) et
gx)=1+ 2X + 4x° +o(x2). Donnons un DL d’ordre 3 de f.qg.

(fg)(x) = x(1+2x+4x" +0(x")) +x°(1 +2x +4x° +o(x°)) +
+0(x7).(1+2x + 4x° + o(x°))
= x+2x2+4x3+o(x3)+x2+2x3+4x4+o(x4)+

-~

—o(x°)

+0(x°) +20(x") + 40(x") + 0(x”))

3
=0(x7)
2 3 3

= X+3x +7x +0(x")
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Développements limités Opérations sur les développements limités

Extension : DL, o DL,

Soit f, g telles que f(x) — X+ 2X° +o(x2) etg(x)=1 X +o(x3).
Donnons un DL d’ordre 3 de g of.
gof(x) = g(f(x))
= 1+(x+2x2+o(x2))37L
= 1+X3+3x2x4+---+
3 3
= 14+Xx +o0(x")
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles (2)

X —X 2 2p p)
> ch(x) = &= =14 51+ + 5oy +0o(x)
X —X 3 2p+1

2p+1
)

e —e
> sh(x) =S5 — =X+ 3+ + ooy T OX

x
N
w

S

X X X n
e =1 + x + 5 T o3 T =+ T +0o(x )
2 3 n_n

—X X X (—1) x n

e =1-x+ 5 - 3 + + - to(x)
Université
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Développements limités Développements limités des fonctions usuelles (2)

Définition : Pour toute fonction f:]—a,a[— R (a > 0 ou
a = o), on appelle partie paire et partie impaire de f les
fonctions f, ;] —a, a[— R et f; ;] — a, a[— R definies par :

- f(x)+f(—x) - f(x)—f(—x)

X , (X) =
P 2 : 2

Propriétés :
> f, est paire, f; est impaire, et f =f, +f;.
> si f est une fonction polynomiale, f, est obtenue en

conservant uniguement les termes de degré pair dans f
(et f; avec les termes de degré impair)

Proposition : Si f :]—a, a[— R admet P pour DL,(0), alors f,
admet P, pour DL,(0) et f; admet P; pour DL,(0).

Exemple : ch est |a partie paire de exp, sh sa partie impai{g,
’ \ 4 ] [] 4 7 V4 ]
d’'ou les développements limités obtenus precédemment.
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Développements limités Primitive d’'un développement limités

Théoreme : Soit n un entier et I un intervalle contenant 0.

Soit f une fonction n— 1 fois dérivable sur | et dont la dérivée
n-ieme existe en 0, et P, son polynéme de Taylor en 0.

Toute primitive de f admet un développement limité d’ordre
n+1 en 0, donné par la primitive de P, qui prend la méme
valeur en 0.

Exemple:f(x):L_P (xX)+o(x") avec P(X) =1 +X+...+X
F(x) =—In(1—Xx) est une primitive de f, et F(0) = 0.
2 n+1
Q(X) =X+ %5 +...+ ;77 est la primitive de P telle que Q(0) = 0.
2 n+1
X X n+1
doncIn(l—x)=—XxX———...— +o(x 7).
2 n+1
WL e
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Développements limités des fonctions usuelles (3)
2 3 n+1
X X X n+1
> in(l—-X)=— [ =—x—5 -5 —...— g +o(x )
2 3 +1
X X nx" n+1
> In(l+x)= [ fr=x=—F+F++ (1) ptox)
3 5 2p+1
_ 1 X X 2p+1
>Arctanx_fm_x—?+g+ +(—1)° S5 To(xT )

> Arcsin = |

1
1_X; 2p+1

_ 1x° 1x3x--x(2p—1) xP* 2p+1

=X+55 ++ axexop 2T TOXT )
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Développements limités Quelques exemples

Quelgques exemples

Université
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Développements limités Quelques exemples

tanx a |I’ordre 5 au voisinage de 0

1
On écrit tan x = sin(X). et on fait un DLy des 2 termes :

cos(X)

2 4 2 4

1 : + . +o(x4) 1 (X . +o(x4))

X = _—— e = _ — — —

- 2 " 24 2 24
2 4 4

On pose u =% — 52 +0(X

4
1 X
—l+u+u’+u’ +o(u3), u’ = Z(l +o(1)), u® = o(x°)

1—u

2 4 4 2 4
1 1 . X X X 4 _q X~ 5x 4
= =1+ ———+—+4+0(x)=1+—+—+0(x
cosx 1—u 2 24 4 () 2 24 ()
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Quelques exemples
tanx a I'ordre 5 au voisinage de 0

3 5 2 4
X X 5 1 X 5x 4

inX=X——+—+0(x"), —1+—+—+0(x
> 6 T 120 o) ok >t g o)

1

cos X

3 5 2 4

( sl 5)(1+X 2 +o(x5))
= [x—— 4+ —4+0(x")]. — 4+ —
6+120jL (x7) 2 24

tanx = sin(X).

2 4 3 2 5
(1+X +5X +o(x5)) x (1+X +o(x3))+—x (l+o(x))
= X — —— _ —
2 24 6 2 120
3 5 3 5 5
X 5x7 X X X 5
= X+—+——————=+-—==+0(x
+2+24 6 12+120+( )

3 5

X~ 2X 5)

tanX =X+ —+ — + 0(X
! 3 t15 T
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In(v'14+x++1—x) ordre 4 au voisinage de 0

a(a—1)

(1 +X)a =1l+oax+ =5 x2 4ot a(a—1)---(a—n+1) n

= X +o(xn)

2 3 4
4
|n(1+ul):u—“7+“?;“¢+03(u) ) \
(1+x)5:1+%x—%x +1—16x —Z%X +0o(x ")

. 1 1.2 1 .3 5 4 4
=1—35x—3gx — X — X +o(x )

1 1
14x)7+(1—-x)2 =2—1x*— %x4+o(x4)

N[+

(1—=x)

(147 +(1—x)7) =In(2— 1x* - X +0(x"))
=In(2(1—3x° - 25—7x4 +o(x")

=In(2) +In (1—%x2 — %x‘l + o(x4))

1.2 5 == » (—%xz—z%x“)3 (—%x —2—7x ) 4
In(2) + (—5X — 77X )— 5 + 3 + 7 +o(x )
2 4 4 4

=In(2) + (—3x —%x )—Z%X +o(x")
2 4 4
:In(2)—%x —%x +o(x )
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n(v1+x++v1—x)ordre 4 au voisinage de 0

On vient de montrer

In(\/1+x+\/1—x):In(2)—%x2—ix4+o(x4

2° )

Application : Donner la limite, quand x — 0, de

3In ( 1/1+X£|—M) —|—X2

F(x) =
4 1— cos(XZ)
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Quelques exemples
v 1+ xtanx ordre 3 au voisinage de O
1
(1+x)2=1+ %x— §x2 + 1—16x3 +o(x3)
sin X 1

3
X (x—% + o) ———
1——+o(x )

1

tan X =

= (x— % +o(x))(1+ >+ o(x*))

X X 3 X 3
:X+7—€+O(X ):X-f-?-l—O(X

)

2 3 3 3
(1+x)? tanx = (1+3%x Ix* + 25 +00C)) (x + % +0(x7))
:X+X—+1x2——x +o(x°)

3
_x+x+ x+o()
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Quelques exemples
v 1+ xtanx ordre 3 au voisinage de O

On vient de montrer :
1 5

vV1+Xtanx =X+ Exz + ﬂXB +o(x3)

Application : Donner la limite, quand x — 0O, de

v1+xtanx—In(1+ X)

f(x) _ >
(sin(x))
Université
Paris Cité
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Développements limités Quelques exemples

(1 +x)% ordre n au voisinage de 1

Changement de variable : x=1+4+u u est au voisinage de 0.

1+x"=2+u)*=2%1+4)"

(1+ )" =1+a%+ ARG + ... 4 ODAED (Y 4 (")

u=x—1

(1+x)% =2%(1+aX5t 4 @D xoly2 Ly alaml)y@mntl) (xcdyn ) o 1)")
27(1+ $(x—1) + %(X— 1)° oot a(a_l)z',}'ﬁ_nﬂ)(x— 1)" +o(x—1)")
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Quelques exemples
(1 +x)% ordre n au voisinage de 1

On vient de montrer :

15207 291+ 2x—1) + 22 1y
(L4x)" =27(1+ S(x=1)+ — > —(x=1)"+---
LGz Ham it D) 1y o= 1))
2 .n!

Application : Donner la limite, quand x — 1, de

 VTEx—V2- 2 (x—1)

F(x) 5
(In(x))
Université
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Développements limités Quelques exemples

x°—1

X

ordre 8 au voisinage de +oo

Changement de variable : u = % u > 0 est au voisinage de 0.

x“—1 1 1—u 2

~—— =Uu ?—1:u —=V1—-u
2, 1.2 1.4 1.6 5 8 8
(1—U)2:1—§U —gu —7gU 7U -|—O(U)
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Développements limités Quelques exemples

X

ordre 8 au voisinage de +oo

On vient de montrer :

x —1 1 1 1 5 1
B e e Faeol3)

1 6x6 2 7x8

Université
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Exercice : In(x+ V1 +x°) a l'ordre 5 en 0

> Soitf(x)=7+In(x+V1 +x2). Calculer f'.

> Rappeler le DL d’ordre 2 de (1 -|—y)_1/2 en 0.
» En déduire le DL d’ordre 4 de ' en 0.
» En déduire le DL d'ordre 5 de f en 0.

» En déduire que f(x)— 7 —In(1 + x) ~ e —1—x.
X—
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Développements limités Applications

Applications
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Applications
Calcul de limites

Exercice : Donner les limites des fonctions suivantes en O :

2
e —1—x—x

L 100 = In(1 + Xx)— X
2 Flx) — sin())(()z—x
3. Fx) — sin(X) — X
XIn(1l—x")
4 F(x) — sin(X) — tan(x)
. - th(X)_tan(X) Université
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Développements limités Applications

Exercice : Donner un développement asymptotique a 3

1 n
termes en +oo de u, = (1 + —)
n

Exercice : Montrer que le graphe de la fonction définie par

f(x) = X21®m(ﬂn1)—2xm(1+})

X+ X X

admet une asymptote en +oco et étudier la position de la
courbe par rapport a cette asymptote.
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Développements limités Applications
3

Exercice : On pose f(x) = =. Calculer f(n)(O) pour n € N,

1+x

Exercice : Montrer que I’équation tanx = x admet une unique
solution (notée x,) dans l'intervalle | — g + N, g + nTm[. Donner
un développement asymptotique a 2 termes de x,,.

Exercice : Déterminer les réels a et b pour que

1+ax2

h > —|—O(Xn)
X

cos(X) =

avec n entier maximal.
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