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Fonctions d’une variable réelle

Fonction :

(1) machine a transformer des nombres en d’autres nombres
(2) modele pour les évolutions temporelles

(3) courbes géométriques

2024-2025 Mathématiques et calcul1 5
Fonction (1) : machine a transformer des
nombres en d’autres nombres

e < “ x e f - fix
x e o .f_::'{:"'- fix) III (input) (output)
a | ;#"i fla) '
I

H’"‘“h--_______ _.E"-.' - d

D f E
Exemple : fonction qui donne le prix 7(x) de I’envoi d’une
lettre en fonction de son poids x en grammes.
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Fonctions d’une variable réelle

Fonction (2) : modele pour les évolutions
temporelles

20
a 18 ——
(cm/s%)
{cm/s) ) »”
14 F= =
ol ” y /P_,f__j‘:..r—o‘-'—"“-‘o-:&gk
] | 20°N
Hours 10 = 30°N
[ | 40N
fap 1 (seconds) & 50°N
50T 6 ~o | 60PN
4
Calil. Dept. of Mines and Gealogy 2
yd yé . ] u
Accélération verticale en Mur. Apr. Moy June July Aug. Sept Oct Nov. Dee.

fonction du temps pendant le
tremblement de terre de Los
Angeles de 1994

Heures d’ensoleillement/jour en
fonction du mois, a diverses
latitudes (Paris = 48.5° N,
Marseille = 43.1° N) Yniversite

Paris Cité
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Fonction (3) : courbes géométriques

Visibility zone of GTS @ inermediase transfer ol

—— dimpact

~==/ Point
d'impact

s :
= >/ “Point d'arrét

i
—— “Direction du vent

Mise en orbite d’un satellite Atterrissage
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Définition
Fonction d’une variable réelle

Définition. Une fonction réelle, de variable réelle est une
application d’une partie U de R a valeurs dans R.

On écrira :

R

UcCR, f: U —
X — f(x)

Remarque : U est souvent la plus grande partie de R ou f est
calculable (définie)

Université

Paris Cité
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Exemples
f:- R — R
2
X — f(xX)=x
k
f- R — R
1
X = f(x)=-—
X
U est souvent appelé « le domaine de définition de f » : Dy
U=R,, f: U — R
X — f(x)= ﬁ
Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Fonctions et opérations

Fonctions et opérations,
composées

@ Université
Paris Cité
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Fonctions et opérations
Somme et produit de fonctions

Soit f et g deux fonctions définies sur U ¢ R. On définit :

» |la somme :

c

f+9: —
x = (f+g)x)=rf(x)+9(x)

» le produit :

C

f.g: —
x = Fxg(x)=F(x) x g(x)

@ Université
Paris Cité
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Fonctions et opérations
Composée de fonctions

Soitf:U—Retg:V — R deux fonctions. On suppose que
f(U) c V. On définit la composée de fetg:

gof:x—g(f(x))

Exemple : Si f(x) — x° et g(x)=x+1, alors :

f(x+1)=(x+1)°

g(xz) =x"+1

fog(x) = f(g(x))
gof(x) = g(f(x))

Université
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Fonctions d’une variable réelle Fonctions et ordre

Fonctions et ordre
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Fonctions et ordre
Comparaison des fonctions

Soit f et g deux fonctions définies sur U c R

On dit que f est inférieure a g sur U si
VxeU, f(x)<9g(x)

Notation : f<g

Remarque : deux fonctions ne sont pas toujours comparables

Université

Paris Cité
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Deux fonctions comparables
Y
A
g9(z)
(x
f(a:) < g(x) %
/ [9) .
Université
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Fonctions et ordre
Deux fonctions non comparables

y‘ T+ cosx

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 18

Fonctions et ordre
Comparaison des fonctions

Exercice : Dans chacun des cas suivants, diresif<g,sig<f
ou Si aucun des deux n’est vrai :

1. x = f(X)=x"+1, x— g(x) = cos(x)

2. x> f(x) =x° +2x—1, x = g(x) = sin(X)

1
3. x—=f(X)=——, x-—»g(x):x2+2x+3
1+x
4— x° 1
4. x — f(x) = 2,X~—>g(): 5
14+ x 1+ x
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Fonctions d’une variable réelle Propriétés particulieres

Propriétés particulieres
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Propriétés particulieres
" V4 [} [} Ve
Parite, imparité

Définition. Soit U une partie de R telle que
VxelU, —xel.
On dit qu'une fonction f: U — R est
> pairesi:VxeU, f(—x)=7F(x)
> impairesi: VxeU, f(—x)=—f(x)

Université
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Fonctions d’une variable réelle

Périodicité

Propriétés particulieres

Définition. Soit T > 0 et U une partie de R telle que

Vx eU,

X+TeU.

On dit qu’une fonction f: U — R est T-périodique si

Université Paris Cité

VxeU, f(x+T)="f(x)

Fonctions d’une variable réelle
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Fonction paire
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Propriétés particulieres
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Y\
—Xo O Zo >.Z‘
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Propriétés particuliéres
Fonction impaire

<Y

Université
Paris Cité

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 24

Propriétés particulieres
" V4 " N
Fonction périodique

WA — \v/\ )
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Propriétés particuliéres
Parité, imparité, périodicité

Exercice : Dans chacun des cas suivants, dire si f est paire,
impaire, périodique :

1 x> f(x)=x>+1 5. X — f(X) = x|x]|
2. x — f(X) =sin(4X) 6. x — f(x) = sin’(3x)
4 .2 T
3. X = f(x)=x(x"—3) 7. X f(X)=sin"(X+ 3)
3
4. X — f(X) = cos(x 4—Xx
(x) = cos(x) 8 xos ) = 2
1+x

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 26
Fonctions d’une variable réelle Monotonie

Monotonie
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Monotonie
Fonctions croissantes et décroissantes

Soit f une fonction définiesurUcRetV c U, V £0@.
On dit que f est :
» croissantesurVsi:Vx,yeV,x<y= f(x) < f(y)

» décroissante sur Vsi:Vx,y eV, x <y = f(x)>f(y)
» strictmt croissante sur Vsi: Vx,y eV, x <y = f(x) < f(y)

» strictmt décroissante sur VsiVx,yeV,x <y = f(x) > f(y)

Remarque utile : une fonction croissante préserve les
inégalités, une fonction décroissante inverse les inégalités

Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Monotonie

Monotonie et opérations

Proposition : Soit f et g deux fonctions définies sur U :

» si f et g sont croissantes sur U, alors f + g est croissante
sur U

> si f et g sont croissantes sur U et si f et g sont positives
sur U, alors f x g est croissante sur U

» si f et g sont toutes les deux croissantes ou toutes les
deux décroissantes, si leur composée f o g existe, alors
f o g est croissante

» si une des deux fonctions, f ou g, est croissante et I'autre
décroissante et si leur composée existe, alors fo g est
décroissante

Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Limites

Limites finies
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Limites
Limite en un point

Soit / un intervalle de R et x, un nombre réel qui appartient a /
ou qui est une extrémité de |

Soit f une fonction définie sur / ou sur '\ {xg}

Définition. On dit que f a pour limite £ en x si

Ve>0,da>0, Vxel\{xy}, I[x—xpl<a = |f(x)—IL<L¢

On note : |im f(x) =1/
X—Xp

Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Limites

Remarque : La fonction f n’a pas besoin d’étre définie en x
pour avoir une limite en x

Par exemple, f peut étre définie sur un intervalle I =]xq, a[ :

sin X

VxeR}, f(x)= lim f(x) =1

X x—0

Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Limites
h (X) __sinX

X
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Fonctions d’une variable réelle

Limites

Exercice : Quelle semble-étre, a la lecture de ce tableau, la

Vol+o-3

limite de X%
X

X x2+29—3
X
+1.0 0.16228
+0.5 0.16553
+0.1 0.16662
+0.05 0.16666
+0.001 | 0.16667

Université Paris Cité

=3 lorsque x —» 07?

2024-2025

Fonctions d’une variable réelle
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Limites

La fonction suivante semble-t-elle avoir une limite en 07

¥ = sin|mx)

Université Paris Cité

2024-2025

=y
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Fonctions d’une variable réelle Limites

Exemple : Iimox2 =0
X—

Soite>0

On cherche a > 0 tel que pour tout x € [—a, a],

2 ) < 2
X" —0| <L¢, c’'est-a-dire X <&

Si on choisit a = /&, on a bien

Vxe[-a,a], |x*—0|<e

Ceci étant valable pour tout € > 0, on a bien montré que

. 2
imx =0
x—0
Université
Paris Cité
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E le: lime*=1
Xemp e:. Iiime =
xX—0
Soite>0

On cherche a > 0 tel que pour tout x € [-a, a], |e" — 1| < &,
soit —e<e—1<eg ouencore l—e<e <1l+c¢

Onae <1l+& < x<In(l+¢)
et,sil—e >0, l—e<e < In(l—¢)<x
Donc
l-e<e <l+e < In(l—¢g)<x<In(l+e¢)
< |X|<min{In(1+¢€),—In(1—¢)}
Donc si on choisit a = min{In(1+¢&),—In(1—¢€)}, on a bien

Vxel-a,a], |e—1|<e¢
. . 7 . X
Conclusion : on a bien montré que hmoe =1 | Yniversic
X—
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Limites
Limite finie quand x tend vers 4o

Soit /, I'un des intervalles : | — o0, + o[ ou [a, +o[ ou ]a, +0|
Soitf:/-R et LeR

Définition. On dit que f a pour limite £ quand x tend vers
400, sSi

Ve>0,3dreR, Vxel, x=>r = |[f(x)—I|<L¢

Notation : lim f(x)=1{

X—>+00

Université
Paris Cité
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Limites
Limite finie quand x tend vers 4o

9\
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Fonctions d’une variable réelle Limites

Exemple: lim —=0
X—>—|—OOX

Soit € > 0. On cherche r tel que pour tout x > r,

1 . 1
——0|<¢ c-a-d x| = —
X £
Si on choisit r = % on a bien
1
VX >r, ——0|<¢
X

Ceci étant valable pour tout € > 0, on a bien montré que

1
im —=0
X—>+OOX
. . _2 7 ]
Exercice : Calculer l'T X ~ (avec démonstration) Y] Yoversis
X—-+00
2024-2025 Mathématiques et calcul 1 41

Limite finie quand x tend vers —oo

Soit /, I'un des intervalles : | — oo, +oo[ ou]— 0o, a[ ou |— o0, a]
Soitf:I-R et LeR

Définition On dit que f a pour limite £ quand x tend vers —oo,
Si
Ve>0,dreR, Vxel, x<r = |[f(x)—I|<L¢

Notation : Iim f(x)=1{

X——00

Exercice : démontrer que Iim e =0

X——00

Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Limites

Limites infinies

Université
Paris Cité
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Limites infinies
La fonction tend vers +oo0 quand x tend vers a

Soit / un intervalle de R, @ un nombre réel qui appartient a / ou
qui est une extrémité de /, et f une fonction définie sur /\ {a}

Définition. On dit que f a pour limite +oco en a si
VM>0, 36>0, Vxel\{a}, |x—alé = Ffx)=M

On note . |Ima f(X) — —l—OO | ILDJ:rii\ge(lESi{Eéé
X—

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 44



Fonctions d’une variable réelle Limites

1
Exemple ! lim — = +00
x—0 y
SoitA>0
On cherche a > 0 tel que pour tout x € [—a, a], x £ 0,
1
—2A, cad |x|<—
x° VA
Si on choisit a = 7 ona bien
1
Vx e[—a,a], x#£0, — = A
X

Ceci étant valable pour tout A > 0 (donc a fortiori pour tout A
réel), on a bien montré que

Uni ité
x—=0 Paris Cité.
Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 45
Fonctions d’une variable réelle Limites

Limites infinies

La fonction tend vers +o0 quand x tend vers +oo

Soit / I'un des intervalles | — o, +0o[ ou [a, +oo[ ou ]a, +9].

Définition. Soit f: /- R
On dit que f tend vers +o0 quand x tend vers +oo, si

VA, dr>0, Vxel, x=2r = f(x)=A

Notation : lim f(x)=+00

X—>-00

Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Limites

Exemple : [im X° = 400
X— 400

Soit A > 0 : on cherche r > 0 tel que pour tout x>r,

X >A, c-a-d x> VA

Si on choisit r = /A, on a bien

2
VX 2>r, X =A

Ceci étant valable pour tout A € R, on a bien montré que

2

lim X = 400
X— 400
- . s . X o
Exercice : Demontrer que Iim € =4 | Universite
aris Cité
X—-+00
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Fonctions d’une variable réelle Limites

Limites infinies

La fonction tend vers 400 quand x tend vers —oo

Soit / I'un des intervalles | — o0, +o0[ ou |— 00, a[ ou | — o0, a]

Définition. Soit f: /- R
On dit que f tend vers +o0 quand x tend vers —oo, si

VA, 3r, Vxel, x<r = f(x)=A

Notation : lim f(x)=+o0

X——00

Université
Paris Cité

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 48



Limites infinies

La fonction tend vers —co ...

On dit que f tend vers —oo
1. quand x tend vers xg

2. quand x tend vers +oo
3. quand x tend vers —oo
si: (—f) tend vers o0
1. quand x tend vers x,
2. quand x tend vers +o

3. quand x tend vers —oo

Limites

Université
Paris Cité
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¥ Vi
o a— & a+
M y=M \ |
L
) \ h a8/ .
- . -
) ~__ N : -
i |- ™
0 Joa x |
a—a a—+ 8 )p_rpaf(x):—oo.
i f o - VN, 36>0,Vxeln[a—é,a+ 9],
Yo 1L = hee f(x) < N.
VM, 36 >0,Vxeln[a—é,a+ 9],
f(x) > M.
Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Limites

Limites a gauche et a
droite

Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Limites

Soit I =]a, b[ un intervalle, xy €I et f une fonction définie sur la
réunion Ja, xg[U]xq, b|

> Si
lim f(x)=1

X—Xp
X<Xg

on dit que f tend vers [ quand x tend vers xy a gauche
Notation : lim f(x) =/

X—Xq

> Si
lim f(x)=1

X—Xq
X>Xq

on dit que f tend vers [ quand x tend vers xq a droite
Notation : lim f(x) =/
x—»xaL

Université
Paris Cité

Exercice : Donner lim, _, 4+ g Etlim, o= 5
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Fonctions d’une variable réelle Limites

A

@) = sl o

Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Limites

Notations 0", 0, £, ¢

Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Limites

. +
Supposons que lim,_,;f(x) =0, pour a = Xy OU a = x5 avec
Xo€RoOuag==x00

On note
lim f(x)=0"

X—a

si pour x dans un voisinage de a, f(x) >0

On note
Jlim. f(x)=0
si pour x dans un voisinage de a, f(x) <0
Plus généralement, si lim,_,,f(x) =£ € R, on note

lim f(x)=14" (ou £")

X—a
Si pour x dans un voisinage de a, f(x) > £ (ou f(x) <{) [ Ynversits
2024-2025 Mathématiques et calcul 1 55
Exercice : Vrai ou faux?
1. lim x*=0" 5. lim sin(x)=0"
x—0" x—0"
2 I 2 . O— ) ) _
. Im X = 6. lim sin(x)=0
x—0 x—0
3. lim x°=0" | _
a0t 7. lim cos(x)=1
x—0"
) 3 —
4. lim x =0 n
x—0" 8. lim cos(x)=1
x—0
Université
Paris Cité
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Unicité de la limite
[] [] Ve [] L]
Unicité de la limite

Proposition : Si une fonction f a une limite (en un point, en
+00 ou en —o0), alors cette limite est unique

Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Limites et opérations

Limites et opérations

Université
Paris Cité

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 58



Fonctions d’une variable réelle

Limites et opérations

Les limites des fonctions sont compatibles
avec les opérations classiques (sommes,
différences, produits, quotients,

/7
composees,...).
Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle

En particulier,

: At
lim fix)=0
et
)!i_r)na f(x)=0

Université Paris Cité

Limites et opérations

1
= |lim — = +00
X—a f(X)
1
= lim —— =—
X—a f( X)
Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Limites et ordre

Limites et ordre

Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Limites et ordre

Les résultats de comparaison (théoremes
d’'encadrement, etc.) valables pour les suites
sont valables pour les fonctions.

Université
Paris Cité
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Limites et ordre
« Théoreme des gendarmes »

_'!r ¥a a
\ h :" =X y
\
.a'"-- - g
L =g "
B ' I
| [ L
| —f |
| Vo
0 a x y
W y=— _

Exercice : Que valent les limites suivantes?

sin(X)
L. lim >
Xore x ~sin(x) 3
2. lim sin(X)X2 3. )!ino X + cos(X)x
x—0 Université

Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Limites et ordre

Exercice : Que valent les limites suivantes?

1. lim sin(x) 4 x°
X—>+00

2. lim (2+cos(X))X4

X—>-00

3. lim (2 +cos(x))x’

X——
4. |im \/X2—|—1—X

X—400
5.XIiToo\/x2+1—Vx2—1

Université
Paris Cité
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Limites et ordre
« Théoreme des gendarmes »

Corollaire. Soit f et g deux fonctions :

si f est bornée et si lim g(x) =0, alors lim f(x)x g(x)=0
X—Xp X—Xp

Université
Paris Cité
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Limites et ordre
Limites et comparaisons : exemple

Corollaire. Sif < g etsi Jim f(x) = +o0, alors
—2@

lim g(x) =400
0

X—X

Exercice : Que valent les limites suivantes ?

sin(X : X+cos(T/3+X)
X——+00 2
5 o 2 in(/%) 1
- Im ——sIn(T/X :
X—>0+ X 4 XETOO Sln(l/X) +COS(X)

Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Exercices

Exercice : Que valent les limites suivantes?

1
1. lim ex
x—0" 2 3
S X"+ 3|x|
1 . im ———————
2. lim e~ x—0" X
—0
X_ 1 x2+3|x|
3. lim eM 6. lim ——
X—>0+ X—)O_ X
1
i 3] : ] —1
4 X'_'fg—e 7. lim \/1—|—X —\/X

x—0"

Université
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Fonctions d’une variable réelle Formes indéterminées

Formes indéterminées
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Formes indéterminées
Formes indéterminées

On n’a pas de critére pour

> Jim (F()—g(x)) quand fim f(x)= lim g(x)=%e (00— o)

> Jim (f(x)x g(x)) quand lim f(x)=0, lim g(x)=co (0.c0)

> lim —f(X) d Im f I'm =0 —0
N o 9(%) quand i (x)=0, I \) g(x) (O)
lim ) d I m f + [im == —
- o0 = =00
> J e 9%) quand i (x) = Nl xOg(X) (—)

> lim (f(x)?™ quand fim F)=1, Jlim g(x) = %00 (1%)

X—Xp

> lim (F(x))°* quand Jim f(x) +00, lim g(x) 0 (°)

X—Xp
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Formes indéterminées
Limites de polynémes lorsque x — +00

Soit

P(x) = ax"+a, X" tax rax+ag

_ 400 sia,>0
> lim P(x)= lim a,x X" = o
X— 400 X—+00 — 00 Si a, <0
lim P(x) Si n pair
> lim P(X)= lim a,x ={X°F® o .
X——00 X——00 — lim P(x) sinimpair
X—-+00
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Formes indéterminées
Limites de fractions rationnelles lorsque
X — +00

Soit

P(x) = anxn+---+a2x2+a1x+ao (n>1, a,#0)
Q(x) = bpxp+---+b2x2+b1x+bo (p=1, b, #0)

(0 sin<p
n a i
P(x) : dpX i SIn=p
im —— = I|lim = < . a,
x=400 Q(x)  X—+oo prP +o0 sin>pet2>0
[o)
. a
—o sin>pett<0
\ p
Université
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Limites de fractions rationnelles lorsque
X — —00

P(x) a,x
lim —— = I|Iim 5 =
X——00 Q(X) X——00 pr
(0 sin<p
dn 1 _
E SINn=p

+00 sin>p, n—p pairet 22 >0
Je)
+oo  sin>p, n—pimpair et 32 <0
j)
—c0  sin>p, n—p pairet 22 <0
o

—c0  sin>p, n—pimpair et 2 >0
o
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Fonctions d’une variable réelle Formes indéterminées

Croissance compareée
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Croissance comparée

Poura>0,b>0, ona

b
In(Xx
» lim #:O
X—-+00 X
> lim X°[In(x)[° = lim x°(In(x))* =0
x—0" x—0"
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Fonctions négligeables
Fonctions négligeables

Définition. Soit a € R, et deux fonctions f et g définies sur un
voisinage | de a. On dit que f est négligeable devant g au
voisinage de a, ce que I'on note f(x) :Xoa(g(x)), Si

Ve>0,3a>0,Vxel, |x—al<a = |f(x)]<elgx)|

Comme pour les suites, on utilise souvent la caractérisation
suivante :

Proposition. Soit f et g deux fonctions définies sur un
voisinage I de a, et telles que g ne s’annule pas sur /. Alors

f(x)
f(x)= o (9(x)) = — = 0
X—a g(X) X—a o
W e
2024-2025 Mathématiques et calcul 1 75

On a une définition et une caractérisation similaires lorsque :
» | est un voisinage a droite de a :

)= o (g(x) 9 Lo
X)= o0 (g(x = — -
x—a g(X) x—a*
et de méme a gauchede a (x—a )
> a=+o00 et/ estdelaforme A, +oof:
- f(x) .
0=, 9,00 & o5 o
et de méme en —oo (X —» —o0)
Exemples :
xX*= o (x), x= o0 (+X),
x—0 x—0"
2
X= x—gkoo(x ) VX = X—groo(x) | PeCie
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Croissance comparée

On peut ainsi reformuler les relations de croissances
comparées avec des o() :

sia>0,8>0,y>0,alors

a __ B . Yx
(In x) _X_)o+oo(x) et Xx _X_)o+oo(e )

Par manipulations algébriques et changement de variable
(y = % y = —x, etc.) on peut retrouver d’autres relations
classiqgues de croissance comparée :

1 _ 1
Inx|]”= o (—) e ™= o (—) etc.
X—>0+ XB X—-+00 B
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Fonctions d’une variable réelle Equivalence de fonctions

Equivalence de fonctions

Définition. On dit que deux fonctions f et g sont
équivalentes au voisinage de a (a € Ru {—o0, + 0}, ou de la

forme r* ou r  pour un réel r), ce que I'on note f(x) adt g(x), si

f(x) =9(x)+ o_(9(x))

Remarque : f(x) ad g(x) & g(x) ol f(x)
Proposition. Soit f et g deux fonctions définies au voisinage
de a, telles que g ne s’annule pas. Alors
f(x)
f(x) ~_ 9(x)

X—a g( X) xja

Preuve :

f n
) ~ g0x) & F(x) =g0) + 0 (g(x) < % S1h o), W e
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Equivalence de fonctions
Manipulation des o() et des équivalents

Toutes les regles de manipulation des o() et des équivalents,
vues pour les suites, s’appliquent aussi pour les fonctions.
Exercice :
Donner un équivalent, le plus simple possible, des fonctions
suivantes aux points spécifiés :
2 3 :
1. x—=FfH(X)=X+X" +X en x =400, puis enx:O
2. Xx— f(X)=sinx+cosx en x=0, puisen x= 3

(X) .
3. x— f3(x) = \/X—I—l— Vx—1enx=+
4, X — fh(x) = L5 +1 en x = +oo, puis en x = 0.
In(X +1)
Université
Paris Cité
2024-2025 Mathématiques et calcul 1 79

Exercice

Exercice : Trouver, si elle existe, la limite quand x — 0" de

2
1 X" Inx X+ 4/ X| In x|
f(x)=—+= + —
( ) X e_%—i—XcosX 1+ 4/ [Inx|

1
1)Onae = o (1) donce *= o (x)
y—+00 y

1
et e ¥ +Xxcosx=0(x)+x(1+0(1)) ~ X
x—0

2
donc — X nX ~ XInX

e X 4xcos(x) x—0"
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Equivalence de fonctions
Exercice (suite)

2) De plus,
X+ 4/ X[ In x| ~ /X Inx| ~ &
1—|—1/|InX| X—>O+ ‘/|InX| X—>O+

Par conséquent,

2
1 X" Inx X+ 4/ X| InX|
flx) = — +
( ) X e_%+XcosX 1+y||nX|

Xn X+ o+(x|nx)+ﬁ+ o+(1/?)

- Xx—0 x—0
5%
X+ o+(1/?)
x—0"  x—0"
Université
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Equivalence de fonctions
Exercices

o X+ 2
. lim
x=0" x% In(x) e/ 1
4. lim ——
2. lim 2xIn(x) + v/x X=Feo x + 2
x—0" 5
2 eX_eX
3 0 X +4x—1 5. Iim 5
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Equivalence de fonctions
Exercices

1. Ilim (&—X) et lim exp(«/}—x)

X— 400 X—-+00

2. lim (2 In(X+1)—In(X2+1))

X—>—00
1 1
3. lim exp(—) et Iim exp(—)
x—0" X x—0" X
1+e” 1+e”
4. lim —— et lim <
In(x + 1
)
X— 400 |nX
Unhets
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Fonctions d’une variable réelle

Continuité
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Fonctions d’une variable réelle Définition

Vi ¥
L L A
“
/ |
P |
& T -
\ |
_ — |
|
= 1
0 a x 0 a X

Gauche : f est continue en a Droite : f est non continue en a

Université
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Fonction continue
Soit A une partie de R et f une fonction définie sur A
» pour a € A, on dit que f est continue en a si
J@a f(x)="f(a),
c-a-d si pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que
(xeA et |[x—al<a) = |fx)—f(a)l<e
» on dit que f est continue sur A si f est continue en tout
point de A
PaeCite
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Fonctions d’une variable réelle Définition

Exercice : Les fonctions suivantes sont-elles continues?

1. la fonction f qui a un instant t associe la température en
haut de la tour Eiffel a I'instant t

2. la fonction partie entiere de x, notée x — E(x) [rappel :
E(x) est le plus grand entier inférieur ou égal a x :
E(5,43)=5, E(4)=4, E(-1,7)=—=2...]

3. la fonction x — f(x) = E(X) sin(7tx)
4. la fonction f: [0, 1] — R définie par

1 iy P * _
f(x)_{q s!x_q,peZ,qel\I ,pgcd(p,q) =1
0O sinon

(réponse : f est continue sur [0, 1]\ Q, discontinue sur

[O’ 1] n @) Université
Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Opérations, composition et continuité

Les sommes, différences, produits, quotients et
composées de fonctions continues sont
continues

De plus, toutes les fonctions usuelles sont
continues la ou elles sont définies
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Opérations, composition et continuité
Caractérisation séquentielle de la continuité

Théoreme. Une fonction f:/ — R est continue en a €/ si et
seulement si pour tout suite (u,) d’éleménts de I,

lim u,=a = lim f(u,) =f(a)

Nn—00 Nn— 00

Corollaire. Soit f : | — R une fonction et (u,) une suite définie
Up € R et la récurrence

VneN, up.1="f(up)

1. Si (u,) converge vers un réel L €
2. et sif est continue en L,

alors L vérifie f(L) =L
Université
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Prolongement par continuité : exemple
¥k Vi
2T -
_x—1
T B y=glx)
0.5 e 05 —— e

0 1- X 0 ] —
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Prolongerment par continuiteé
Prolongement par continuité

Soit f une fonction définie sur]a, b[ et £ un nombre réel
Supposons gque )!u_rpa f(x)=1
On définit la fonction g sur [a, b[ par :

f(x) sixe€]a,b|
g(x):{ I six=a

)!i_r)na g(x) = )!'—ma f(x)=£=g9g(a) : gestcontinueena

g est le prolongement par continuité de f en a

Université
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Fonctions d’une variable réelle Prolongement par continuité

Utilisation des opérations

Exercice : Expliquer pourquoi les fonctions suivantes sont
continues :

1. la fonction f définie sur [1, 400 par :

VX+1—+vx—1
f(x) =

x2+1
2. la fonction g définie sur R par :

X .
€ —sinX

VX2+1

g(x) =

Université
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Prolongement par continuité
Utilisation des limites

Exercice : Expliquer pourquoi les fonctions suivantes sont
continues :

1. la fonction f définie sur R\{—1} par

f(x) = ;‘2__11 six#£1
f(1) = 1/2

2. la fonction g définie sur R par

x°18

9gx) = T3 Six#-2
Exercice :
: . . . o2y | Université
Peut-on prolonger la fonction x — sin(x)sin(1/x) par continuité a R? Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle Fonctions croissantes

Théoreme. Soit f: [a, b[— R une fonction croissante

> si f est majorée, alors :
1. f a une limite quand x tend vers b

2. lim f(x)= sup f(x)

x—b x€la,b[

> si f n’est pas majorée, alors Iimb f(X) = +o0
X—

Théoreme valide si on remplace b par +oo
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Fonctions croissantes
Démonstration (1)

La fonction f est croissante et majorée sur [a, b[. Montrons que

lim f(x)=L= sup f(x):=sup{f(x); x€[a,b[}

x—b x€la,b]

Soite >0
Par définition du sup, il existe xq € [a, b[ tel que [/ — ¢ < f(xq)

Alors pour tout x € [xq, b[, on a

[—e <f(xg) <f(x)</

Ceci étant valable pour tout € > 0, on a donc montré que

lim 7(x) =1 [ Yot
X—b
Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 95
Fonctions d’une variable réelle Fonctions croissantes

Démonstration (2)

La fonction f croissante n’est pas majorée sur [a, b[. Montrons
que
lim f(x) =400

X—b

SoitA=>0

A n’est pas un majorant de f, donc il existe x; € [a, b[ tel que
A < f(xp)

Alors pour tout x € [xq, b[, on a

A <f(xg) < f(x)

Ceci étant valable pour tout A > 0, on a donc montré que
lim £(x) = +00 | Yoiesie
X—b
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Fonctions d’une variable réelle Fonctions croissantes

Fonction croissante majorée, non minorée
Y
A
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Fonctions croissantes
Fonction croissante majorée et minorée
Y
A

1
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Fonctions d’une variable réelle Fonctions croissantes

Théoreme. Soit f: ]a, b] — R une fonction croissante

» si f est minorée, alors :

1. f a une limite quand x tend vers a
2. lim f(x)= inf f(x)

X—a X€la,b]

> si f n’est pas minorée, alors )!ima f(x)=—0o0

Théoreme valide si on remplace a par —o©
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Fonctions croissantes
Fonction croissante minorée, non majorée

9\
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Fonctions croissantes
Fonction croissante ni majorée, ni minorée

\
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Fonctions d’une variable réelle Image continue d’un intervalle

Image continue d’un
intervalle
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Fonctions d’une variable réelle Image continue d’un intervalle

Proposition : Soit f: [a, b] = R une fonction continue
Si f(a) et f(b) sont de signes contraires, alors

il existe au moins un nombre c € [a, b] tel que f(c) =0

Preuve : On construit, par la méthode de dichotomie, deux
suites adjacentes (a,) et (b,) d'éléments de [a, b] qui
convergent vers un réel c € [a, b] tel que f(c)=0

Université
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Fonctions d’une variable réelle Image continue d’un intervalle
\
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Image continue d’un intervalle
Preuve par dichotomie

Si f(a) =0 ou f(b) =0, la démonstration est terminée

Dans le cas contraire, quitte a changer f en —f, on peut
supposer que f(a) < 0 et f(b) > 0 comme sur la figure

Considérons alors les suites (a,)qen €t (by)nen définies par
ap=a, by = b, et la récurrence

(an, 22522)  si fF(22222) > 0

VneN, a..1,b = 2 2
( n+1 n+1) { (an;bnl bn) Slnon

Par construction, la suite (a,) est croissante, et la suite (b))
décroissante, et f(a,) < 0 < f(b,) pour tout neN
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Fonctions d’une variable réelle Image continue d’un intervalle

Preuve par dichotomie (suite)

Par ailleurs, on montre sans difficulté par récurrence que pour

tout n € N, OSbn—an:%
On a donc b, —a, =0(1), donc les suites (a,) et (b,,) sont
adjacentes, donc elles convergent vers une méme limite ¢

Par passage a la limite dans a < a, < b, on trouve c € [a, b]

Par ailleurs comme f est continue sur [a, b] (donc en ¢), on a
f(an) — f(c) et f(b,) — ()

Par passage a la limite dans I'inégalité
f(an) <0 < f(bp),

on obtient donc f(c) <0 < f(c), donc f(c) =0
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Fonctions d’une variable réelle Image continue d’un intervalle

Corollaire. Un polyndbme de degré impair a coefficients réels
possede au moins une racine réelle

Université
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Fonctions d’une variable réelle Image continue d’un intervalle

Théoreme des valeurs intermédiaires.
Soit f : [a, b] = R une fonction continue;

Soit N un nombre strictement compris entre f(a) et f(b);
alors il existe c €]a, b[ tel que f(c) = N.

Y4 Y4
ftd) 7 f(b) 7
N _ Y= ﬂy)/
/ N N T~ _
fa) |—/ y=ftx) fla) |—/
0l 4 c b * 0 4 ¢ clz c:3 b x
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Fonctions d’une variable réelle Image continue d’un intervalle

Exercice : Prouver que I'éguation
4x3—6x2+3x—2 =0
admet (au moins) une solution entre 1 et 2

Exercice : Un moine tibétain quitte son monastere a 7h un
jour et arrive au sommet de la montagne a 19h ce jour-la. Le
lendemain, il quitte le sommet a 7h un jour et arrive a son
monastere a 19h, en passant par le méme chemin. Montrer
gu’il existe un lieu de ce chemin ou il est passé exactement a
la méme heure les deux jours.
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Fonctions d’une variable réelle Image continue d’un intervalle

Corollaire. Si une fonction f est continue sur un intervalle |,
alors f(I) est un intervalle

Exercice : Soit | un intervalle et f : | - R continue telle que
pour tout x €/, f(x)2 = 1. Montrer que f est constante.

Université
Paris Cité

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 111



Fonctions d’une variable réelle Continuité sur un intervalle fermé et borné

Théoreme. Soit f : [a, b] — R une fonction continue définie sur
I"intervalle fermé et borné [a, b]. Alors :

1. la fonction f est bornée sur [a, b]

2. f([a, b]) = [m, M],

avec m= inf f(x)etM= sup f(x)
x€[a, b] x€[a,b]

Autrement dit, toute fonction continue sur un intervalle fermé
borné atteint ses bornes sur cet intervalle

Université
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Fonctions d’une variable réelle Fonctions monotones

Rappel : Injectivité - Surjectivité - Bijectivité

Définition. Une application (quelconque) f: A — B est

» injective si deux éléments distincts de A n’ont jamais la
méme image par f, c-a-d

Va,a €A, f(a) = f(a') > a=a

Autre caractérisation : tout élément de B a au plus un
antécédent par f

> surjective si tout élément de B a au moins un antécédent
par f, c-a-d

VbeB, da€A, f(a)=>b

> bijective si elle est a la fois injective et surjective, c-a-d si
tout élément de B a exactement un antécédent par f (la
fonction qui a un élément de B fait correspondre son

V4 V4 _1
antécédent est f 7) [ Universie
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Fonctions d’une variable réelle Fonctions monotones

Exercice : Parmi les applications ci-dessous, lesquelles sont
injectives ? surjectives ? bijectives?

> f, :R— R avec f;(x) = x°

f, :R— R, avec f5(x) — x°

'R — [—1, 1] avec f3(x) =sinx
f, R — R avec f(x) =¢€"

vvyyvyy
w"

fs:R— R, avec fs(x)=¢"
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Fonctions d’une variable réelle Fonctions monotones

Proposition. Soit / un intervalle et f: | - R une fonction
striccement monotone. Alors f est injective.

Preuve : Quitte a changer f en —f, on peut supposer f
strictement croissante. Soit alors x, y €/ tels que x £ y.

Soit x <y et alors f(x) < f(y).
Soit x > y et alors f(x) > f(y).
Dans les deux cas, on a f(x) £ f(y).

Conclusion : f est injective.
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Fonctions d’une variable réelle Fonctions monotones

Théoreme. Soit / un intervalle et f : | = R une fonction
continue et strictement monotone. Alors :

1. f(I) est un intervalle et f est une bijection de / sur f(/)

2. sia et b sont les bornes de lI'intervalle I, alors
lim f(x) et Iimb f(x) sont les bornes de l'intervalle f(/)
X—

X—a
3. la bijection réciproque de f est continue, strictement
monotone et de méme sens de variation que f

Exercice :

a) montrer que pour tout y > 0, il existe un unique x>0
solution de xe” =y

b) on note cette solution g(y) (elle dépend de y)

c) donner le tableau de variation de la fonction g entre 0 et
+00
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Fonctions d’une variable réelle Fonctions monotones

Exercice : Montrer que la fonction
X
f:ix— ——
1+ |x|
est une bijection de Rdans |—1, 1]

~1
Donner une formule pour f “(x)
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité

Fonctions d’une variable réelle -
dérivabilité
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité

O La dérivée
Q Introduction

© 066 06606C ©60660606060 606 9090

Définitions

Dérivée a droite et a gauche

Autre expression pour la dérivabilité
Dérivation et continuité

Dérivée et opérations

Dérivées des fonctions usuelles
Exercices

Dérivées successives

tilisation de la dérivée
Extrema locaux d’une fonction
Théoreme de Rolle
Théoreme des accroissements finis
Regle de I'Hbpital
Limites remarquables
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité

Dérivée :
e approche analytique : vitesse, accélération, taux d'une
évolution temporelle

— _—

Princ. fondamental de la dynamique: F = m'a = mPosition”
— trajectoires projectiles, satellites, planetes
e approche géomeétrique : tangente

i
L, P
/AN
% L?
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Définitions

Dérivée en un point

Définition. Soit / un intervalle, f: | — R une fonction et x5 €/

On dit que f est dérivable en x; si la limite

. f(x)—1f(xo)
lim
X=X X—XO

existe et est finie

f(x)—f(x
On note alors f’(xo): lim 09~ (xo)
X—Xq X_XO

et f'(x,) s’appelle le nombre dérivé de f en xq
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Définitions

Fonction dérivée

Définition. Soit / un intervalle, et f : | — R une fonction
On dit que f est dérivable sur I si, quel que soit x4 €/, f est
dérivable en xg

Dans ce cas la fonction

o] — R
X — f'(x)

est appelée dérivée de f
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Définitions

Interprétation

. F(x)—1(xo) , .
La quantite est le taux d’accroissement de f entre
X— Xp

Xp et x

Il correspond a la pente de la droite passant par les points
(X0, F(x0)) et (x, f(x))

Dire que la fonction f est dérivable en x, signifie que cette
pente admet une limite (finie) lorsque x tend vers X,

Dans ce cas la limite f’(xo) est la pente de la tangente au
graphe de f au point (xq, f(xq))
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Définitions

Proposition : Si f est dérivable en xg, alors la tangente au
graphe de f au point (xq, f(Xg)) @ pour équation

y—f(xo) = f'(Xg). (X — Xo)

Exercice : Trouver I'équation de la tangente a la parabole
d’équation y — x° au point A(1, 1) puis au point B(0, 0)

Exercice : Soit g la fonction dont le graphe est représ/enté )
ci-dessous. Ordonner les nombres 0, g (—2), g'(O), g (2), g @
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Définitions

Interprétation physique : si f(t) désigne la position, sur un
axe, d’'un mobile a I'instant t, alors f'(t) désigne sa vitesse &
I'instant t et f(t) désigne son accélération & I'instant t

Exercice : Sur le graphe suivant sont représentées, en
fonction de l'instant ¢, la position d’un mobile sur un axe, sa
vitesse et son accélération. Identifiez les trois courbes

L
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Dérivée a droite et a gauche

Dérivée a droite

Soit / un intervalle, f: | — R et xg €/

On dit que f est dérivable a droite en X si

. f(x)—f(Xo)
lim
X—Xx9g X—Xo
X > X
existe et est finie
f(x)— f(xo)

Notation : fc',(xo) = lim
x—>x3 X— Xp

Université
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Dérivée a droite et a gauche
Dérivée a gauche
Soit / un intervalle, f: | — R et xy €/
On dit que f est dérivable a gauche en X si
. f(x)—f(Xo)
lim
X—=Xg X—Xo
X < XO
existe et est finie
f(x)—f(xg)
. / ) 0
Notation : f,(xg) = lim
g9 _
X=X, X—Xp
Université
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Dérivée a droite et a gauche

Proposition : Soit / un intervalle, f:|— R et xg €
(I'intérieur de /)

La fonction f est dérivable en x; si et seulement si f est
continue en xq, dérivable a droite et a gauche en x, avec

f4(Xo) = fy(Xo)

Exercice : Montrer que la fonction

X°+x+3 six>0
f:X"_) X .
e +2 six<O

est continue et dérivable en 0

Exercice : La fonction f : x — |x| est-elle dérivable en 07?

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1

Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Autre expression pour la dérivabilité

Si on pose x— xy = h, alors

f(x)=1(xo) f(Xo+h)—"F(xo)

X— Xp h
/  FX)=TX0) . F(Xo+h)—=T(Xo)
(%) :Xlw)}o X—Xq B hlino h
f(xo+h)—f ,
,I,i_r,no[ (Xo ,3 (Xo) ’ (Xo)] _0

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Autre expression pour la dérivabilité

a(h) = f(xo—i-hlz—f(xo)_f/(xo)
a(0) = 0

Pour h € R, soit {

Alors
f(xo + h) = f(xo) + hf (xo) + ha(h)

Donc, si f est dérivable en X, il existe une fonction a,
continue en 0, telle que
f(xo +h) = Ff(xo)+hf (xo)+ha(h)

et lima(h) = 0
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Dérivation et continuité

Proposition. Si une fonction est dérivable en xg, alors elle
est continue en x,

Si f est dérivable en X, alors il existe une fonction a continue
en 0 telle que a(0) =0 et f(xg+ h) = f(xq) + hf (xo) + ha(h)
On a donc lim f(x) = f(xq)

X—Xq
Attention : une fonction dérivable est continue, mais le
contraire est faux (c-a-d que cette proposition n"admet pas de
réciproque)
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Dérivation et continuité

Fonction continue non-dérivable

Y\

|

s

O L
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Dérivation et continuité

Exercice : Les fonctions suivantes sont-elles dérivables en a?
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Dérivée et opérations

Dérivée et opérations
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Dérivée et opérations

Dérivées de la somme et du produit

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle | et x, €/
Si f et g sont dérivables en xg, alors

> (f +g) est dérivable en xg

et (f+9) (xo) =f (Xo) +9 (xo)
(F+9) =f +4
> f x g est dérivable en xg
et (fx g) (xo) =f'(Xo) x g(Xo) +F(X0) X g (Xo)
(fxg) =fF xg+fxg
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Dérivée et opérations

Dérivée de la composée de f et g

Soit f et g deux fonctions

» f définie et dérivable sur l'intervalle /
» g définie et dérivable sur I'intervalle J
» f(l) cJ, de sorte que g o f existe

Alors g o f est dérivable en tout xy €/ et

(g o) (x0) =g (f(x0)) x f'(Xo)

(gof) =(g of)x f
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Dérivée et opérations
/7 ] /7 ’ L]
Déerivée d'un quotient
Dérivée de —

g

On écrit —=fx —

(f)’ fxg—fxg
i 2
g g
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Dérivées des fonctions usuelles

Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité

f(x) f(x) f(x) f(x)
X" | nx""'(nez) u(x)" n- u(x)n_lu/(x)
VX S0 u(x) —2‘1/%
e” e” g™ v’ (x)e"™
In(x) L In(u(x)) e
sin(X) cos(X) sin(U(x)) u'(/x) cos(U(x))
cos(X) —sin(X) cos(U(x)) —Uu (X) sin(U(x))
tan(x) | 1+ tan®(x) tan(u(x)) u’(x)(l + tanz(u(X)))
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Exercices

Exercice : La trajectoire d'atterrissage d'un avion est soumise
aux contraintes apparaissant dans la figure suivante (hauteur
h, longueur £, pentes initiale et finale nulles). Donner une
fonction altitude P(x) = ax> +bx” +cx+d qui integre toutes
ces contraintes

] ¢
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Exercices

Exercices

Dérivées a |I'aide des opérations

sin(1—e™)

Montrer que f : x — > est dérivable sur R

X +1
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Exercices
Exercices

Le cas des fonctions prolongées

x*sin(3) six#£0
0 Ssix=0

Soit f: x —

1. Montrer que f est continue en O
2. Montrer que f est dérivable en 0
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Dérivées successives

Dérivées successives
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Dérivées successives

Dérivées successives

Définition. Soit f : | — R une fonction dérivable

> si f’ est dérivable, alors on dit que f est deux fois
dérivable sur/

et on note f = (f')’ la dérivée seconde de f sur |

» si f est (n— 1) fois dérivable et si sa dérivée d’ordre (n—1)
est elle-méme dérivable alors on dit que f est n fois
dérivable

et on note £ la dérivée d'ordre n (ou dérivée n-ieme) de
f surl
» si f est n fois dérivable et si sa dérivée n-e est continue
alors on dit que f est de classe C" (noté f € C" (1))
CO(I) : I'’ens. des fonctions continues sur /

1 ’ " 7/ . 7/ L] /7 "
C () : I'ens. des fonctions dérivables sur /, de dérivée continue
etc. | pansCie
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Dérivées successives

Dérivées successives

Formule de Leibniz pour le produit de deux fonctions

Théoreme (formule de Leibniz). Si f et g sont n fois
dérivables sur un intervalle /, alors

» f x g est n fois dérivable sur /

> Vx, (f 9 g)(n)(X) _ i (Z)f(k)(x) x g(n—k)(x)

k=0
Noter I'analogie avec la formule du binbme de Newton :

(@+b)" =37 o(Da“b"™™ pourtout abeC

Exercice : Soient f et g deux fonctions 4 fois dérivables sur R.

Calculer la dérivée quatrieme de f x g. [ Unverss
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Extrema locaux d’une fonction

Extrema locaux d’'une
fonction
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Extrema locaux d’une fonction

Définitions

Soit | un intervalle et f une fonction définie sur |/
Soit xy €/, on dit que

» f a un maximum local en x si

da>0, Vxel |x—xg|l<a = f(x)<f(xq)
» f a un minimum local en x si

da>0, Vxel |x—xol <a = f(x)=1f(xq)

» f a un extremum local en x, si elle a un maximum local ou
un minimum local en xg
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Extrema locaux d’une fonction

lllustration
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité

Extrema locaux d’une fonction

Condition nécessaire pour un extremum

Théoreme. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle

ouvert /

. /
Si f a un extremum local en xy €/, alors f (x5) =0

Attention : On peut avoir f’(xo) = 0 sans que la fonction ait un

extremum en X, (la condition n’est pas suffisante)

fix) = 0/" Nf’lx] <0

Flx) = U\\ /}IUII] =1

Flxy=0

Flxy=0

\ Filx) =<0

fix)y=0

c

X

0

Université Paris Cité

Remarque : Une fonction peut avoir un extremum en x, sans
étre dérivable en x,

Université Paris Cité
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité

Exercice

Extrema locaux d’une fonction

Quel est, a volume fixé, la forme du cylindre de surface
minimale?
Motivation : par ex. construire une boite de conserve de

volume donné (et d'épaisseur donnée) avec le moins de métal
possible

Soit V le volume du cylindre, R le rayon de sa base, et h sa
hauteur,

5 V4
V=nmR h donc h:—2
TR

La surface du cylindre est

2V
f(R) = 2mR” + 2MRh = 2TR® + —
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Extrema locaux d'une fonction
Exercice (suite)

2 2v
f(R)=2mR"™ + %
La fonction f: R} — R est continue et dérivable avec

/ V4 2 3
, — —25=5 -
VR>0, f(R)=4mR—2% =5(2nR°—V)
R R

Le seul minimum local de f est atteint quand 21R> = V, soit
h=2R

C’est le minimum global de f car Ii(r)nf: Ilgnof: +00 (un simple
tableau de variation le confirme)
La cylindre solution a donc un diametre égal a sa hauteur
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Théoréme de Rolle
Théoreme de Rolle
Théoreme des
| | t fl | |
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Théoréme de Rolle

Théoreme de Rolle

Soit a et b deux nombres réels, aveca<b
Théoreme de Rolle. Si une fonction f définie sur [a, b] vérifie

» f continue sur [a, b] (intervalle fermé)
» f dérivable sur]a, b[ (intervalle ouvert)
> f(a)=f(b)

alors il existe c €]a, b[ tel que f'(c) =0
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Théoréme de Rolle

Théoreme de Rolle

Ya
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Théoréme de Rolle

Le théoreme de Rolle ne s’applique pas

. si f n’est pas continue sur [a, b]

yll

Université
Paris Cité

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 167

Théoreme de Rolle
Le théoreme de Rolle ne s’applique pas

. Si f n"est pas dérivable sur ]a, b|

9\
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Théoréme de Rolle

Exercice

Comment utiliser le théoreme de Rolle?

Entre deux racines de |I'équation “e*sinx = 1", il existe une
racine de I’équation “e” cosx = —1"
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Théoréme des accroissements finis

Théoreme des accroissements finis (TAF)

Soit a et b deux nombres réels, aveca <b
Théoreme des accroissements finis. Si une fonction f
définie sur [a, b] vérifie

» f continue sur [a,b] (intervalle fermé)
» f dérivable sur]a, b[ (intervalle ouvert)

f(b)—f(a)

alors il existe c €]a, b[ tel que f'(c) = 2
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Théoréme des accroissements finis

A
f(a)
f(®)
O a c b e
Université
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Théoréme des accroissements finis
Ve AN (] ] [
Théoreme des accroissements finis
Corollaires

Soit a et b deux nombres réels, avec a < b et f une fonction
définie sur [a, b] avec

» f continue sur [a, b] (intervalle fermé);

» f dérivable sur]a, b[ (intervalle ouvert).

Corollaire 1 : Vx€la,b], f(x)=0=
f constante sur [a, b]

Corollaire 2 : Vx €]a, b|, f'(x) >0=>
f croissante sur [a, b]

Corollaire 3 : Vx€la,b], f(x)>0=
f strictement croissante sur [a, b]

. / P . niversité
Remarque : idem pour f <0 et f decroissante W e
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité

Théoréme des accroissements finis

Exercice : Associer les courbes représentatives des functions
(a)-(d) aux courbes de dérivées correspondantes I-1V

@ g (b) ’ 1 ’} i »4
I' o i T
._rr.[] S U :'r ——/ IU _:'r ol ';:
(c) ¥4 (d) ¥ Il Lo v ¥
0 — x 0 x ) - —
"-_\/-'U X . ] . x
Université
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Exercice : Les courbes de deux fonctions f et g ont été
représentées ci dessous, avec certaines de leurs tangentes.
. . 44 124
Sauriez-vous donner les signes de f etdeg ?
¥4 /.B ¥ - B
F/ / g
¥
A _--*:'..'. A ’/
( .;: 0 .:’
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Théoréme des accroissements finis

Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité

Exercice : a) Sur la figure de gauche sont représentées les

fonctions f, f', f”'. Identifiez-les.
b) Sur la figure de droite sont représentées les fonctions

/ V44 1777 oo
9,9,9 ,g .ldentifiez-les.
f b d
¥ - 7 Eli‘ | C
r i "';. IrJ II'. I-II |
- .lf l'. I'I ..
|1 ¥ |
- } /\ ! ;:_. . ] III|
|'I 4 ' ¥
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Théoréme des accroissements finis

Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité

Inégalité des accroissements finis

Théoreme (Inégalité des accroissements finis).
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle | et

vérifiant
Vtel, |f(t) <K

pour une certaine constante K > 0. Alors

Vx,y €l [fx)=f(y)l <K|x—yl

| Université
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Théoréme des accroissements finis

m T

Exercice : Prouver que pour tous x,y € [—7 .zl

IXx—y| < |tanx—tany| < 2 |x— V]|

Université
Paris Cité

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 179

Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Regle de I'Hbpital

Regle de I'HOpital
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Regle de I'Hbpital

Regle de I'Hopital

Théoreme. Soit f et g deux fonctions définies au voisinage /
d’'un réel a et dérivables en a

/
. [ f(a)=9(a)=0 . f(x)  f(a)
Si ’ , alors lim =
g(a)#0 x~ag(x) g'(a)
Preuve : On a
f(x)—f(a)
/
f(x)  f(x)—f(a) X—a f(a)
lim —— = i = |im = —
=ag(x) *~agx)—g@) 2 9x)—9@)  g'(a)
X—a
Pane ot
2024-2025 Mathématiques et calcul 1 181
Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Regle de I'Hbpital
Exercice : Calculer
' In(X)
im ——
x=1 X —1
Exercice : Calculer _
sinX —tanX
[im
x—0 XcosX— X
(Indice : commencer par simplifier!)
Pane it
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Limites remarquables

Applications
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité Limites remarquables

Equivalents a connaitre

. sin X ./
> sinx_~ X car x o 1 (sin (0)=1)
> tanx ~ x car 22X 1 (tan’(0)=1)
x—0 X x-0

> In(l+x) ~ x car 29 1 (n(1)=1)
x—0 o x—0
»e—1 ~x car €21 L1 (exp'(0)=1)
x—0 x—0

> JIT+x—1 ~ 3, c’est-a-dire YI+x=1+35+ 0 (X)

x—0 x—0

> plus généralement : (1+x)" =1+ ax + 0 (x) pour a €R
X—

En effet (1“;)0_1 — f(x);f(o) avec

F)=(1+x)°% F)=al+x)*" et FO)=a
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Fonctions d’une variable réelle - dérivabilité

Exercice
Exercice : Determiner {t >0:4'—-3"'=2"—1 (*)}

pour x > 0, soit f(x) = x = exp(tInx)

>
> f est dérivable sur [R{_T_ et f’(x) = )—t( x exp(tinx) = tx
> (%) équivaut a f(4)—f(3) =f(2)—f(1)
>

Limites remarquables

t—1

f continue sur [3, 4], dérivable sur |3, 4]) : d’apres le théoreme

des accroissements finis entre 3 et 4,

Ice)3, 4 BTG _f(q
soit f(4)—f(3) = tc" "

» d’apres le théoreme des accroissements finis entre 1 et 2,

3d €]1, 2[ tel que F(2)—f(1) =td" "
, soit (t—1)Inc=(t—1)Ind

1

t— t—1
» donc c =d

» Conclusion : 'unique solutionestt=1

Université Paris Cité
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