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introduction
Pourquoi les nombres complexes?

Indispensables, notamment via I’'analyse de Fourier, en :

» physique (mécanique des fluides, mécanique quantique,
cosmologie)

» traitement du signal
» probabilités et statistique

» traitement des images (algorithmes de Snapshat,
Instagram, Photoshop, etc...)

>
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Historique
Introduits au XVle siecle par Cardan, Bombelli, ... comme un

artifice pour résoudre I’équation du 3e degré.
Exemple : Pour résoudre I’équation
3
X —7x+6=0
les formules générales imposent de résoudre d’'abord

2 ¢ 343 »
X +6X+——=
27

dont le discriminant A = 6° — 4 x 32473 = _;‘?O est négatif!
L’'introduction du nombre “imaginaire” ¥'A (dont le carré est
négatif) permet alors de continuer formellement les calculs,

qgui aboutissent ensuite a des solutions (1,2,-3) toutes réelles!

Artifice “magique” a I'époque, aujourd’hui notion bien .
. niversité
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Nombres complexes et polynomes Introduction

On définit formellement le nombre imaginaire i comme une

] Ve l2
racine carrégede—-1: | " =-1

On définit I'ensemble des nombres complexes comme :

C={z=x+iy : x, yeR}

> x est la partie réelle de z, notée : x = Re(2)

> y est |la partie imaginaire de z, notée : y = Im(2)

Université
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Nombres complexes et polynémes Opérations sur C

z=x+ly=0 & x=y=0
/ . / 4 / . /
Z+zZ =(X+iy)+ (X +iy)=x+x +i(y+y)
/ / . / 4 / / . / /
zZ =Zz=(X+1y)(X +1y )=xxX —yy +i(Xy +xY)

>

>

>

. / . 7/ / 4
> X+Ily=X +ly & X=X ety=y
> (x+iy)(x—iy)=x"+y’

>

. . .1 x=iy X e 4
Six+iy #£0: ;7 = Pt Rl R
/ 4 / 4 5 / / / /
X +ly (X +iy)x—iy) XX +yy Xy —XYy
donc = — Ty

X—i—iy X2—|—y2 X2+y2 X2+y2

Université
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Opérations sur C
Exercice :

Mettre les nombres complexes suivants sous la forme x + iy
avec X, YE€R:

1. (5 +6i) + (3—2i) 6. i°
1. 5. 4
2. (4—31)—(3—3i) 7.1
. . . 1
4. (1—3)(2+6i) 9, 22
5. 2(4+1) 3-5i
10. 3+2i
Pane ot
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Somme de puissances

Pour tous a, b € C et tout entiern £#0

n+1 n+1 n—2 2 1 n-1
b '—a

— (b—a)b"+b"rarbp %% £ 1 b A"

n n
= (b—a) Y b = (b—a)> ba""
aveca’=b’=1 k=0 k=0

n=0: b—a=(b—-a)x1
n=1: b°—a’=(b—a)b+a)
n=2: b —a =(b—a)b’+ab+a’)
Conséquence : pour tout ze C et tout n > 0,
el (z— 1)Ltz e +2"
et donc,siz#1, »
n
14 z42° 4 onnens +2" = 1=z | Univesie
1_Z Paris Cité
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Deux formules & connatre
Somme de puissances : démonstration

Pour tous a, b € C et tout entiern #0;

n+1 n+1 n n— n—2 2 1 n-1 n
b —a"" = (b—a)b"+b" ta+b foeeens +ba " +a)
2 2 1 n-1
Posons S=b" + b ta+ b e 4 uennn +ba" " +a".ona
(b—a)S = bS—Sa
n+1 n—1 2 n
= " +b"a+b TP +ba")
n n—1_2 n+1
—(b"a+b" a4 +ba" +a""")
. bn+1_ n+1
Université
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Le binbme de Newton

Pour tous nombres complexes a et b et tout nombre entier

n#0,
@b =3 (Z)ak pk _ 3 (’I:)an—k Bk

avec()_k,(n pr etkl=1x2x--xk

> (@a+b)’=a’+2ab+b’
> (@a+b)’=a’+3a°b+3ab° +b
> (a+b)6:a6+6a5b+15a4b2+20a3b3+15a2b4+6ab5+b6

Exercice : Soit z=2—i. Mettre z", puis 1 +z4+2°+7 sous la
forme x + iy, avec x,y € R

Université
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Nombres complexes et polynomes Les nombres complexes représentés dans le plan
Soitz=a+ibeC.

Le nombre complexe z s’appelle |'affixe du point M de
coordonnées (a, b) dans le plan

%)

b, ,,,,,,,,,,
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Nombres complexes et polynémes Représentation de I’addition des complexes
Y

b+l -mmmmmmmmmmmmmmm—- o

Université
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Nombres complexes et polynomes Représentation de I’addition des complexes
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Soitz=x+iy € C.

On appelle nombre complexe conjugué de z, le nombre :

Z=x—1ly

Université
Paris Cité
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Conjugaison
Conjugué : regles de calcul

Z=X+Iy Z=x—1ly

» Re(z) =Re(z) et Im(z)=—Im(2)
> Re(2)=3(z+2) et Im(2) =3 (z—2)

> zeR & z=2Z
» zeiR & z+z=0

> (z1+23) =21+ 2, Z, (Z1x23)=21%x2,

z Zy 1
% 0
Vi) Vi) Z

Exercice : a) Calculer 2 +3i b) Résoudre z+2z=0

NI @‘
I

Université
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Nombres complexes et polynémes Module d’un nombre complexe

On appelle module du nombre complexe z, le nombre réel :

2| = VZZz =\ X* +

> zl=|—2z|=|z], IxXI<I|z], lyl<|z]
» |z]=0 & z=0
> zxZ|=|zIx |Z|: |1/z|=1/1z| ; |2/Z| = |zI/|Z]]

/ /
> z+z | <L |z]|+|Z]

Université
Paris Cité
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Nombres complexes et polynomes Module d’un nombre complexe

-+
Y mp====== M(z)
|
T & /1
€ /|
S |
s by I
& |
—+ I
/) I
- & |
1 |
|
| |
|
o
O x
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Nombres complexes et polynémes Lieux géométriques simples

On considéere le plan complexe, muni d’un repere orthonormé

Proposition : Soient z; € C et r > 0. L’ensemble des points
d’affixe z vérifiant I'’équation

|z—zg| =T
est le cercle de centre Q (d’affixe z,) et de rayon r

Proposition : Soient a, b € C. L'ensemble des points d’affixe z
vérifiant I’équation

|z—al =|z—b|
est la médiatrice du segment [AB], ou A et B sont les points
d’affixes a et b respectivement

Proposition : Soient a€ C™ et a € R. L'ensemble des points
d’affixe z vérifiant I’équation
Re(az) =a

Université

est une droite (qui passe par le point d’affixe a/a) Paris Cite
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Nombres complexes et polynomes Racines carrées des nombres complexes

Proposition : Tout nombre complexe a deux racines carrées
OppoOSées

Exemple : trouver les racines carrées de 3 + 4
r 2 .
On cherchez=x+iytelquez" =3+4i
> (x+iy)2:x2—y2+2ixy:3+4i

> 122 =2 1 yP = /32+42:5

x et y sont donc solutions du systeme :

2 —y2 _ 3

2Xy = 4
2 2

X +y = 5

D’ou les deux solutions : (x,y)=(2,1) et (x,y)=(—2,-1)

Université
Paris Cité

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 21
Nombres complexes et polynémes Racines carrées des nombres complexes

Pour trouver les racines d’un nombre complexe a +ib,
N .
on pose: (x+iy) =a-+ib

> (X+iy)2:x2—y2+2ixy:a+ib

> |Z|2 :x2+y2 _ /az P2

x et y sont donc solutions du systeme :

X —y? = a (1)

2Xy = b (2)
X +y? = 4fa+b (3)

Les équations (1) et (3) permettent de calculer x° et y2
L'éguation (2) permet de trouver le signe de x et y (2 solutions possibles)

Exercice : Trouver les racines carrées des nombres complexes
4+ 3iet—4

Université
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Nombres complexes et polynomes L’équation du second degré

azz+bz+c:0, a#4#0,b,ceC

5 > b C
az +bz+c=alzZ +—-z+—-1=0
a a

( b)z b’ —4ac .
2a 4a°

(r28) o]
2a 4a°

Les racines sont donc les nombres complexes z tels que

Z+ — soit une racine carrée de —
2a 43
Université
Paris Cité
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Nombres complexes et polynémes L’équation du second degré

Quand a, b et c sont réels, on a les solutions (complexes)
suivantes :
Si A > 0, les deux racines sont

—b+ VA —b— /A
Z1j=—— et z=——
2a 2a
Si A <0, les deux racines sont
—b+ivd—A —b—i+J/—A
Z]_ = et Zz =
2a 2a
Si A =0, il y a une racine double
b
Z=——
2a

Exercice : Résoudre dans C les équations

222—22—|—1 = O Z2 —|—22—|—5 = O | Université
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Nombres complexes et polynomes Argument

+
Y mp====== M(z)
T by :
1 /|
S |
41 v |
g
1, :
- |
|
1 ‘\9 l
e
1O T
- x =r7r.cosf
. y=r.sinf
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Nombres complexes et polynémes Argument

On dit qu’un réel 6 est un argument du nombre complexe
Z=x+1y (z #£0) s'il vérifie

cos@ = 2X >
Xty
sin@ = —LX—
x2+y2
On a alors
. X . y
Z=X+iy=|z i
y =12 2 2+ 2 2
X +y X +y
c-a-d

Z=|z|(cos O +isin 0)

Université
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Nombres complexes et polynomes Ecriture trigonométrique des nombres complexes

Un nombre complexe peut s’écrire de deux manieres :

1. algébrique: z=x+iy, x, yeR
2. trigonométrique : Zz=r(cos@ +isinB), r=|zl€R,,0€R

Remarque : tous les 6 + 2km, k € Z sont des arguments de z

— On appelle argument principal de z I'unique 6 €| — 7, 7|
argument de z

Notation : 6 = arg(2)

Université
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Nombres complexes et polynémes Ecriture trigonométrique des nombres complexes

> z=1+4i r=Jz71=V1°+1°=,2

Donc :
2= V2055 +1) =2 (F+12) = 2 (cslB) +isin(D)

z=2./3 (2%+i2‘f/_3§):2\/§(§+i%):
2\/7 cos +Ism(g))
>z=1—iy/3 r=lzl=4/12+({3)’ = /4 =2

Donc :
z=2 (——I‘f) =2 (cos(53—n)—|—isin(5—;))

Université
Paris Cité
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Ecriture trigonométrique des nombres complexes
v [}
Moyen mnémotechnique

Tt Tt Tt Tt

o |lol|=|=]=]=

6 | 4| 3 |2

- JO| V1| V2| /3| /4

N2 2 2 | 2 | 2

VA | /3| V2 | /1| 4O
cos 6

> 1 2 | 2 | 2 | 2

Exercice : Mettre les nombres complexes suivants sous forme
trigonométrique :

1. zy =—3+3i 3. Z3:31/3—3i 5. zg =2
2. Zy = 1 + « 3i 4. Zp = 8i | Université
2024-2025 Mathématiques et calcul 1 29

Soit : z=r(cosO +isin ), Z=r (cos@l + Isin 9/)
zz' =rr [(cos O cos 6" — sin Osin 9/) + i (cos B'sin 6" + sin O cos 9/)]

= rr’ [cos(0 + 8") +isin(6 + 6]

— arg(ZZ/) = arg(2) + arg(Z’) (2m)

L'égalité a lieu modulo 2m, c-a-d qu’il existe k € Z tel que

arg(ZZ/) = arg(z) + arg(Z/) + 2k

Regle : Pour multiplier deux nombres complexes écrits sous
forme trigonométrique,

» on multiplie les modules
» on additionne les arguments (modulo 2m) s

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 30



Nombres complexes et polynomes Représentation de la multiplication

Y\
Q(zp-2p)
P(zp)
e
0 + 0
P'(2p)
%) i

Université
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Nombres complexes et polynémes Représentation de la division

1 Zz r(cos@—isinB) r(cos(—8)+1isin(—0))
(] _——= — = —
z zz r r’
— arg (Z_l) =—arg(z) (2m)
Z/ r/
< _ 0 o' — o in(6 — O
o i (cos( )+ 1 sin( ))
/
74 /

— arg| — | =arg(z )—arg(z) (2m)
Z

Regle : Pour diviser deux nombres complexes écrits sous
forme trigonométrique,
» on divise les modules

» on soustrait I'argument du dénominateur de I'argument

Université

du numérateur (modulo 2n) W e
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Nombres complexes et polynomes Formule de Moivre

Puissance entiere d’'un nombre complexe.

SineN,
Zn:gxzx e X Z
n?gis
= IXrx:..x I:xScosG—|—isin9)(cos@+isin9)...(cosG—i—isinGZ
n?gis n?gis

=(...) [récurrence, “formule de Moivre”]
= rn(cos(ne) +isin(n@))

Université
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SineZ’, —neN,
Z'z " = Zn(r_n(cos(—ne) +isin(—n@))) =1
| 1
Z =57 n .
z r " (cos(—n®) + i sin(—no))
= r'"(cos(—nO) — i sin(—n#))
= r"(cos(n@) + i sin(né))
Une conséquence :
— Vne/, arg(Zn) =narg(z) (2m)
PaeCite
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Nombres complexes et polynomes Formule de Moivre

Ecriture trigonométrique et racine carrée

On vient de voir

z=r(cos(8) +isin()) = Z" =r"(cos(nB) +i sin(nd))

< z admet pour racines carrées =+ 4/1( cos(6/2) + i sin(6/2))

Exercice :
1. Mettre sous la forme trigonométrique le nombre complexe
A=1+i4/3
2. Trouver un nombre complexe § tel que 52 =A

2
Z

3. Résoudre, dans C, I'éguation o +z—iV/3=0

Université
Paris Cité
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Nombres complexes et polynémes Formule de Moivre

Formule de Moivre :

VneZ (cosO+isinB)" = cos(nB)+isin(nb)

Université
Paris Cité
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Nombres complexes et polynomes Exponentielle complexe

» Pour 6 € R, on définit
' = cos(8) + isin(8)

Autrement dit, si 6 est un argument de z, alors z = |z|e“9
» Pour z=x+iy € C, on définit

7 ses /
On veérifie alors que pour tous nombres complexes z et z et
tout entiern € Z,

/ /
ezez _ e.z+z
1/’ =¢e *
/ /
ez /ez _ ez—z
z\N nz
(€°) =e

Université
Paris Cité
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Exponentielle complexe
Les nombres complexes de module 1

[

! I [
T I 1

Université
Paris Cité
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Nombres complexes et polynomes Exponentielle complexe

sinf ¢--= :
|
|
|
|
|
|
|
|
Lo
| 1
\ Cose

Université
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Nombres complexes et polynémes Exponentielle complexe

On dispose de 3 écritures pour les nombres complexes :

1. algébrique:z=x+iy, Xx,y€R

2. trigonométrique : z=r(cos@ +isinf), reR, O€R

. 6
3. exponentielle: z=re'”, reR,, 6eR

Université
Paris Cité
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Racines des nombres complexes
Racine n-ieme d’un nombre complexe

Soit z=r(cos@ +isin@) e C et neN”

On appelle racine n-ieme de z tout nombre complexe
a=Q(cosa +isina)

tel que

Université
Paris Cité
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n PR n P
Z=a = r(cos@ +isin@) =@ (cos(nA)+ i sin(na))
n
e =1rT
=

noa = 06+2km

o = Vr
= 6 + 2kmn

n

et on peut se limiteraux ke Ntelsque 0<k<n-—1

Université
Paris Cité
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Nombres complexes et polynomes Racines des nombres complexes

Théoréme : Pour tout n € N™, tout nombre complexe
Z=r(cos@ +isinB), z#0, admet n racines n-iemes :

6 + 2km 0 + 2km
ag = W(cos(—) + i sin —)

n n
0<k<n-—-1
Université
Paris Cité
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Racines n-iemes de l'unité
Siz=1: r=1, 6=0
Les nombres complexes
2km\ . [(2km j 2km
Wi =cos| — |+isin| — |=e ", 0<k<n-1
n n
s'appellent les racines n-iemes de 'unité
k n
On a, pourtoutk=0,...,n—1, wy=w; etw,=1
Université
Paris Cité
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Nombres complexes et polynomes Racines des nombres complexes

I —

\J

A
/

n=2
Université

| f
Paris Cité
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Nombres complexes et polynémes Racines des nombres complexes

n=3

\J

i=ct \
\ J
j2 ei%”

Université
Paris Cité
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Nombres complexes et polynomes Racines des nombres complexes

\J

—7 =€’ 2
Université
Paris Cité
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Nombres complexes et polynémes Racines des nombres complexes
A

n=2>:

i
Université
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Nombres complexes et polynomes Racines des nombres complexes

Université
Paris Cité
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Racines des nombres complexes
Somme des racines n-iemes de |'unité

L+

Université
Paris Cité
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Nombres complexes et polynomes Racines des nombres complexes

Pour n = 3,
283
211 41r 21 : 2T 1— e3
1+e3 +e7 =1+€73 +(7) = ( ,ZH) =)
1—e'3
Pour n > 1 quelconque,
iZ% n
I— [2—nk _(e n)
Ze " Z(e ")= j 2 =0
l—e "

La somme des racines n-iemes de l'unité est nulle

Université
Paris Cité
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Nombres complexes et polynémes Racines des nombres complexes

. * . .\
SoientneN ,zeC et a et b deux racines n-iemes de z :

Alors
ay”" a
(—) =1 & —=wy & a=b.wg
b b

oU wi(0 <k <n—1) est une racine n-ieme de I'unité

Théoreme : On obtient les n racines n-iemes d’'un nombre
complexe en multipliant I'une d’entre elles par les n racines
n-iemes de I'unité

Université
Paris Cité

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 54



Nombres complexes et polynomes

Racines des nombres complexes

3 - 51

RN . .\ [ ==
Exemple : soit a calculer les racines 7-iemes de z = Ee 12

On doit trouver a tel que a =z

Université Paris Cité

Nombres complexes et polynémes

Mathématiques et calcul 1

Racines des nombres complexes

Université
Paris Cité
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Les autres racines sont obtenue en multipliant ay par les six
racines 7-iemes de l'unité (différentes de 1) :

>

j2n
a; =ape ’
jan
a, =ape ’
jom
as =agpe '’
j8n
d, =apge ’
j 10m
ds = apge ’
ji2m
dg = ape ’

. 5m  2m .

7/3 0 (ga+5) _ 7/3 4
V 2€ =V 32€
. 5m , 4m .
1/3a1(Ga+7) _ 7/3 4
€ =V 32€

7/§ei(§—Z+67" _ 1[3,
2 o 2

.. 5m , 8m .

_7/3 (g +7) _ 7/3 4]

V 2€ =1 2€

. 5m 101 . 1251

_1[3 (g +77) _ 7/3 483
V 2€ = 1 2€

.5 12 . 149

_ 7/%el(s—Z+T") _ ”%e’ L

Université Paris Cité 2024-2025
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Nombres complexes et polynomes Racines des nombres complexes

A

>
2l
|

Exercice : Donner les trois racines cubiques du méme nombure
. niversité
COIIIpleXE Z — 1 —|— I. @ Paris Cité
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Nombres complexes et polynémes Trigonométrie

Soit z € C défini par Z:cose—i—isineze“9 ;

1 - 1 ie —i0
Re(Z):cOSG:—(Z+Z):§(e +e )
1 1 0 _io
Im(z)=sinf=—(z—2)=— (e " —e™'
(2)=sin6=—(z—2)=—( )
cosG:E(ei9+e_'9) sinez—( Ie—e_le)
2 ' 2

Université
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Trigonomeétrie
(] Ve u
Trigonometrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

Transformation de cos" 6 et sin” 8 en une somme des sinus et
cosinus des multiples de 6

— Utilité :

primitives des fonctions cos’ O et sin” 6 : inconnues
primitives des fonctions cos(k0) et sin(k@) : connues

Université
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Nombres complexes et polynémes Trigonométrie

Trigonométrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

23 cos3 6= (eie + e—i9)3

3i0 2i0 —i6 io —2i6 —3i6
—e +3e" e +3e e + e

_ (e3i9 1 e—3i9) 13 (eie 1 e—ie)

= 2 cos(30) + 6 cos(0)

3 1 3
cos” @ = —cos360 + —cos B
4 4

s n n io —if\n
> onécrit:2 cos 6=(e +e )
V4 .6 _.6 n ] N
> on développe (e° +e '°)" avec la formule du binéme

ki . . —kie
> on regroupe chagque e~ avec son conjugué e

Université
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Trigonomeétrie
(] Ve u
Trigonometrie

Linéarisation des puissances de sinus et cosinus

(i)’ sin* 0= ('’ —e™ 9)3

3i6 2i60 —i6 i —2i6 —3i6

=—e —3e e +3e e —e
3i6 —3i6 i —i6

:(e —e )—B(e —e )

= 2isin360 — 6isin B

in> 0 = L 36 +3 in(@
— — —— —
sin 4sm( ) 4sm()

. . 4 4
Exercice : Linéariser cos 6 etsin 6

Université
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Trigonométrie
" V4 "
Trigonometrie

Calcul des sinus et cosinus de n6 en fonction de cos8 et sin6

cos(n6) + i sin(nB) = (cos 6 + i sin B)"

cos(n@) = Re ((cos O + i sin G)n)
sin(nB) = Im ((cos 8 + i sin Q)n)

Université
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Trigonomeétrie
(] Ve u
Trigonometrie

Calcul des sinus et cosinus de n6 en fonction de cos8 et sin6

cos(40) + i sin(46) = (cos B + i sin 8)"
= (cos 9)4 +4i (COSQ)3 sin 6
+6i° (cosB)’(sin6)° + 4 (cos8)(sin B)
4 4
+1i (sin@)

cos(40) = (cos 9)4 —6 (COSG)Z(sin 9)2 + (sin 9)4
sin(48) = 4 (cos8) (sin 8) — 4 (cosB)(sin 6)°

Exercice : Calculer cos(30) en fonction de cos et sin6. ) ynivesie

Paris Cité
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Nombres complexes et polynémes Trigonométrie

Trigonométrie (suite)

On montre de méme avec la formule d’Euler, que pour tous a

et b réels :
a+b a—>b
sina+sinb:2sin( )cos( ),
2 2

a-+b a—>b
sina—sinb:2cos( )sin( )
2 2

a+b a—>b
cosa—i—cosb—2cos( > )cos( > ),

a+b a—>b
cosa—cosb——ZSin( )sin( ),
2 2

moyen mnémotechnique : “si co co si co co moins si si”

Université
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Trigonométrie
Trigonométrie (suite)

On peut se contenter de mémoriser

a+b a—b>b
cosa+cosb:2cos( > )cos( > ),

et de retrouver les autres en changeant a en g— aetben
g:l: b ou 1+ b selon les cas, puisque

T
cos (— — X) =sinX et cos(m+Xx)=—cosx.

2
Université
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N
Polynomes

Définition : On appelle polynédme a coefficients dans le corps
K (K =R, C, Q) une suite finie de coefficients ag, a;,...a, € K

que I'on écrit sous la forme ag +a; X + a2X2 Foo.taX

Vocabulaire et propriétés :

> un terme aka (ax # 0) est appelé mondme de degré k

> |le degré du polynéme est celui de son mondéme de plus
haut degré (appelé terme dominant)

> |les opérations usuelles P+ Q et P x Q munissent
I’ensemble des polynémes d’une “structure naturelle
d’anneau”

> le symbole X est appelée variable ou indéterminée du
polynéme

> on note K[X] I'ensemble des polynémes a coefficients
dans K, d'indéterminée X (— ensembles R[X], C[X], ... )W i
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Racines et factorisation
Racines et factorisation

Théoreme : Soit P un polynéme a coefficients dans K, de
degré n > 0, et a € K. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) P(a) =0 (on dit que a est une racine de P)
(ii) il existe un polynébme Q de degré n—1 tel que
P=(X—a)xQ

Le polynbme Q s’obtient de proche en proche, en
commencant par le terme de plus haut degré. Par exemple si

P=X>—3X*+3X—2,0na P(2) = 0 donc on peut écrire
P = (X— 2)(X2 +...) (on identifie le terme en X3)
= (X— 2)(X2 — X +...) (on identifie le terme en X2)
= (X— 2)(X2 — X +1) (on identifie le terme en X)

Université
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Nombres complexes et polynémes Racines et factorisation

Racines multiples

Définition : Si a est une racine de P, on appelle multiplicité
de a le plus grand entier k tel que I'on puisse factoriser P sous

la forme P = (X — or)kQ (avec Q polynbme, Q # 0)

Exemple : Le polynéme X3(X— 1)(X— 2)2 admet 3 racines : O
(de multiplicité 3), 1 (racine simple), et 2 (racine double)

Définition : SoitP=ay +a; X + a2X2 +...+a,X" un polynéme
sur K. On appelle polynéme dérivé de P (noté P’) le polyndme

P —a;+2a,X+...+na, X"
En itérant le processus, on définit ainsi les dérivées

. / 17 3
successives P, P, P( ), etc.

Théoreme : a € K est une racine de multiplicité k de P ssi

/ Université
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Le théorame fondamental de Ialgbre
n n—1
aX +a, X “+---+a;X+a;=0

Théoreme de d’Alembert

Théoreme : Tout polyndme non-constant a coefficients
complexes a au moins une racine complexe.

Corollaire : Tout polynbme de degré n > 1, a coefficients
complexes, admet exactement n racines complexes
(comptées autant de fois que leur multiplicité)

Corollaire : Tout polynbme P de degré n > 1, a coefficients
complexes, peut s’écrire sous la forme

P=CX—ao)(X—a)...(X—ap),

ou C est le coefficient dominant de P et les complexes a; sont
les racines de P, comptées autant de fois que leur multiplicité

Université
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Nombres complexes et polynémes Le théoreme fondamental de |'algebre

Calcul des racines d’un polyndme

Si P est un polyndme de degré 1 (P = ag + a;X), il admet
—ap/a; comme unique racine.

Si P est un polyndbme de degré 2, ses 2 racines complexes
(éventuellement confondues) peuvent se calculer
explicitement a I'aide de racines carrées (formules usuelles
avec le discriminant)

Si P est un polyndme de degré 3 ou 4, on dispose de formules
du méme genre (mais beaucoup plus compliquées) qui
décrivent les racines de P

En revanche, le théoreme d’Abel (hors programme) affirme
gu'il n’existe pas de telles formules générales lorsque le

degré de P est au moins égal a 5. On est alors contraint

d’avoir recours au calul numérique approché (méthode de
dichotomie, de Newton, etc.). | Yniversite
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Définitions et exemples
Convergence des suites
Opérations sur les limites
Comparaison de suites
Exemples importants

Suites monotones

Suites adjacentes

Suites extraites

Suites récurrentes

Suites négligeables, notation o()
Suites équivalentes

Exemples de calculs d’équivalents

Université
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Une suite de nombres réels est un ensemble de nombres réels

numérotés :

t.g.
Ug=0, uy =1, u, =2, u3 =3, us =4, u,=n
Up=0, uy =2, u, =4, u3==6, Uy =3, U, =2n
Ugp=1, uy =3, U, =5, u3=7, Uy =9, u,=2n+1
1 1 1 1 1 1
Sl =S S G RS e BEESS 71 L Yn=nh
1) sin(2) sin(3) sin(n)

Ug=0, u; = 2y — , Ug = , =
0 1 2 2 5 3 10 n2+1

W Yot
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Définition. Une suite a valeurs dans E est une application de

N dans un ensemble E

Pour une suite u: N — E, on note u, plutét que u(n) le terme

de rang n, et la suite u est souvent notée (u,),en OU (U))

, . . , N
L'’ensemble des suites a valeurs dans E est note E

E peut étre un ensemble quelconque : nombres, polyndmes,

fonctions, matrices, suites, etc.

Exemples : pour tout n € N™, 5
u,=n +1
u,=e"
P, = X°—nX+n’°
Vx eR, f,(x)=sin(nx)

On se limitera ici aux suites numériques (E =R ou C)

Université
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Définitions et exemples
Exemples de suites

> Suite définie explicitement : pour tout n €N,

n 1+

u,=(-1), us= 1+2n, Un—zk

» Suite définie par récurrence :
> ug =1 et, pourtoutneN, u,,; =sin(up,)

> suite de Collatz : uy € N, et

Un/2 si u, est pair

VneN, up1= { 3u,+1 siu, estimpair

» suite de Fibonacci: ug=0,u; =1, et

Université
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Suites arithmétiques

Une suite arithmétique de raison r (r € C) est définie par son
premier terme uy € C et la récurrence

Elle vérifie
VneN, u,=ug+nr

Par ailleurs, on a

UO+Un
VneN, ug+u;+...up=(N+1)——

(le nombre de termes multiplié par la moyenne des extrémes)

Université
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Définitons et exemples
Suites géomeétriques

Une suite géométrique de raison r (r € C) est définie par son
premier terme uy € C et la récurrence

VneN, u,.=ru,
Elle vérifie

n
VneN, u,=ugyr

Par ailleurs, sir #1, on a

n+1
1l—r
VvneN, ug+u;+...U;=Uyg—
1—r
Université
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On dit qu’une suite de reels (uU,),en €St

» croissante si: VneN, u,,1 = u,

> strictement croissante si: VneN, u,, 1 > u,

» décroissante si: VneN, u,,1 <u,

> strictement décroissante si: VneN, u,,1 <u,

» monotone si (u,) est soit croissante, soit décroissante
>

strictcement montone si (u,) est soit strictement
croissante, soit striccement décroissante

constante si: VneN, u, =uy

majorée (par M) si:VneN, u, <M

minorée (parm) si: VneN, u, > m

bornée si (u,) est a la fois majorée et minorée

v vyyyvyy

périodique s’il existe p € N* tel que:VneN, u,,, = U,

Université
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Exercice : Pour chaque suite dont on donne le t.g. ci-dessous,
étudier la monotonie et le caractere majoré, minoré et
périodique.

1
n +1
n . "\
U, = E(E) E(x) : partie entiere de X,
n n
u,=(-—1), u,=n(-1),
- (2mn - (2mn
Up=sin{ — |, Up=nN+sin|{ —
Université
Paris Cité
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Définition. On dit qu’une suite (u,,) vérifie la propriété (P) a
partir d’'un certain rang s’il existe un entier N > 0 tel que la
suite extraite (Up,n)nen Verifie (P)

Exemples :
> |a suite des décimales de 1/6 =0, 1666666... est
constante a partir d’un certain rang
> |la suite des décimales de 1/22 = 0,00454545. .. est
périodique a partir d'un certain rang

. 2 /7 " \ L]
» la suite de t. 9. u, = 20n—n" est décroissante a partir
d’un certain rang (exercice : le montrer!)

Université
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Convergence des sutes
Définition d’une suite convergente

Définition intuitive : la suite (u,) converge vers la limite L si
pour tout € > 0 (aussi petit que I'on veut), la suite (u,) prend
ses valeurs dans l'intervalle [L—¢, L + €] a partir d’un certain
rang (qui dépend de € bien s(r)

Définition. On dit que la suite (u,) € R" a pour limite L e R
(ou converge vers L) si

Ve>0,aINeN, Vn=N, |u,—L|<L¢

Remarque :
lu,—Ll<e & —€e<u,—L<Le & L—e<u,<L+c¢

On note alors |lim u,=L,ouu, — L,oulimu,=1L

n—-+-00 n——+-00 Université
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Convergence des suites
Exemples de suites convergentes

"

Ul1234567
. 1
La suite (a,) de t. g. anzl—nJrl
a, a4
A L
0 [ 0 H

Suites (a,) convergentes non monotones _
bane G
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Convergence des suites
Unicité de la limite

Ve>0, INeN, Vn=N, |u,—L|<¢

Théoreme : Si une suite (u,),eny CONVerge vers une limite L,
alors cette limite est unique

> soient L et L” deux limites de la suite (up)

» pourtoute>0ona
ANeN, Vn=N, |u,—L|<L¢

N eN, vn=N, |u,—L'|<¢

> on a alors, pour n > max(N, N'),
IL—L'|=|L—up+up—L"| <|L—upl+|u,—L"| < 2¢

> cette inégalité étant vraie pour tout € > 0, on en déduit que |L—L'| =0

Université
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Suites Convergence des suites

Ve>0, IANeN, Vn=N, |u,—L|<¢

1

Exercice : Montrer que la suite de t. g. u, = —= a pour limite 0.
Soite>0.0na
1 > 1
—|<€ & —<& & nz-.
‘/ﬁ n £
1
Pour N=E| — |+ 1, on adonc
3
Vn>N, |u,—0|<¢
et par conséquent (u,) converge vers 0
Université
Paris Cité
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Propriété des suites convergentes

Proposition : Toute suite convergente est bornée

Soit (u,) une suite convergente :
» poure=1,ona:INeN, V>N, L[—1<u,<L+1

» on pose alors
m = min{ug, Uy, ..., Uy_1,L—1}

M = maX{Uo, uy,..., UN_]_,L—‘r 1}

etl'on a
VneN, m<u,<M

Université
Paris Cité

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 89



Suites Convergence des suites

Une suite qui ne converge pas est appelée suite divergente

Exemples : suites de termes généraux

up=n, Vp=(=1)",  w,=n(=1)"

— une suite bornée n’est pas nécessairement convergente !

Remarque : (u,) est divergente mais admet une limite infinie

Définition. On dit que la suite (u,) € R" diverge vers +oo
(limu, = +00) si

VAeR, ANeN, Vn=>=N, u,=A

Définition. On dit que la suite (u,) € R" diverge vers —oo
(limu, = —00) si

VAeR, ANeN, Vn=>=N, u,<A

Université
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Limites et opérations (1)

. /
Siu,— Letv,— L, alors:
n—0oo n—0oo

> VAER, Au, — AL

n—oo

- un+vnn?O>OL+L'

/
> UnpVvp n?o)oLL

> SiLA0 1 1
Si , — — —
u, "= L

Université
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Operations sur les limites
Limites et opérations (2)

Proposition. Si u, = 0 et (v,) est bornée, alors u,v, = 0

Preuve : Soite >0
> (v,) est bornée donc:AM >0,VneN, |v,| <M

> parce que u, — 0: INEN,Vn 2 N, Jup| < 5
> par conséquent : Vn > N, |upVv,| < My =€
On a donc bien montré que

Ve>0,ANeN,Vn=>N, lu,v,| <€

Université
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Limites et opérations (3)

Théoreme. Si u, — L et f est une fonction continue en L,

Nn—00

alors f(u,) — f(L)

n—oo

Exercice : Trouver la limite de la suite de t. g.

—1)"
uncos(n)sin((‘/ﬁ) )

> la suite de t. g. (—1)” est bornée, la suite de t. g. % converge

vers 0; donc la suite de t. g. (_;r_? converge vers 0

» par conséquent la suite de t. g. sin (%) converge aussi vers 0

car sin(0) = 0 et sin est continue sur R

> la suite de t.g. cos(n) est bornée et la suite de t.g. sin((_‘/lﬁ) )

converge vers 0, donc la suite (u,) converge vers 0 | Universite
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Suites Opérations sur les limites

Exercice : Trouver la limite de la suite de t.q.

n

(—1) (1 1) (2nn)
vV, = + — —_—
- n4/3 p CoS 3

Exercice : Etudier la convergence de la suite définie par

2
cos(nN”)+n
u, =
1 2
ntan{=)+vn +1
Université
Paris Cité
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Suites Opérations sur les limites

Exercice : Soit une suite (u,) qui converge vers L #£ 0.

Montrer que (u,) est non nulle a partir d'un certain rang, c-a-d
que:ANeN,Vn>N, u,#0

»siL>0: ANeN,Vn>N, |un—L|g§

L
en particulier : L — > S Un, donc u, > 5 > 0.

> siL <0: on applique le résultat précédent a la suite de
t.g9. v, =—u,, qui converge vers —L > 0

Université
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Operations sur les limites
Limites infinies et opérations (1)

1
> lim u,=+00= |lim — =0
n—oo n—aoo (y
n
: + 1
> |lim u,=0 = lim — =400
n—oo n—oo un

(rappel : u, = 0" o u, — 0 et u, > 0 a partir d'un certain rang)

_ 1
> |limu,=0 = |lim —=—00

n—o0o0 n— 00
Un

Exercice : Donner les limites des suites dont les termes
généraux sont

T hn+2) T Gn(/n)
n(n —l— ) Sln( /n) Université
Paris Cité
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Limites infinies et opérations (2)

> (Un—>—|—00 et Vn—>Lﬁni ou ‘|‘°°):Un—|—Vn—>—|—OO
> (u, — +o etv,— L fini >0 ou +0) = u,v, =+
> (résultats analogues pour les limites —oo).

Exercice : Donner les limites des suites dont les termes
généraux sont

Up :In(n+1)(1——) ; vn:n2+sin(n).

Université
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Suites Opérations sur les limites

Formes indéterminées (lorsqu’on ne peut pas conclure
directement) :

(+©)=(+0) (=®)=(=%0) (+2)+ (=)

0 00
0 x o — —
0 00
Université
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Limites et inégalités
Soient deux suites (u,) et (v,)

» siu, <v,pourtoutneN etsi(u,) et(v,) convergent,

alors

lim u, < lim v,
n—0oo n—0oo

en particulier, si (u,) converge et si u, = a pour tout n e N,

alors lim u,>a
n— oo

Attention : méme si u, > a pour tout n € N, alors la conclusion
est seulement nlimoo u,=a
Exemple : VneN", u,= L~ 0 mais lim u,=0

n n—oo ] Université
Paris Cité
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Comparaison de suites
Théoreme des gendarmes

Soient trois suites, (a,), (by) .
et (c,) vérifiant : .
» VneN, a,<b,<c, A

> (a,) et (c,) convergent

» |lim a,= lim C,

Nn—0o0 n— 00

Alors (b,) converge et n||—>moo b, = n||—>mooan = lim ¢,

Nn—00

Université
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Comparaison de suites
Exemple

-1 1
Soient (u,) et (v,) det.g.u,= — etw,=—
n n

*
VneN , u,<v,<w,

lim u,=0= lim w,

n—00 n—o0

donc, d’apres le théoreme des gendarmes, v, — 0

n—oo

Université
Paris Cité

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 101



Exercice : Donner les limites des suites de termes généraux
suivants :

n
3n+6+(—1)
1. u,=
5n+5
sin(NT/6)
2. Vp= ———
n
3 2 n
n"+2n ((—1) +4)+5n-1
3. w, = ——
3n"+n"+4n+1
Université
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Théoreme : Soient (u,) et (v,) des suites telles que
VneN, Up < V.
Alors
limu,=4+00 = I|limVv,=+0

et
imv,=—00 = IlimuU,=—0

Exercice : Prouver ce théoreme.

Exercice : Donner les limites des suites de t.g. suivants :
1. u, =n’+(—1)

> 4 5 (2nn)
. Vp,=—Nn +5n" cos —

Université
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Limites et valeurs absolues

Proposition : Si lim u, =L, alors nlimoo lu,| = |L]

n—oo

car la fonction f(x) = |x| est continue sur R

Attention : (lu,|) peut étre convergente sans que (u,) le soit!

n
Exemple : t.g. u, = (—1)
Université
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Théoreme : Si (v,,),ey €St une suite telle que (|v,|) converge
vers 0, alors lim v, =0

n—oo

» soient les suites de t.g. u, =—|v,| et w, = |v,|
» onau,<Vv,<Ww,

» |lim u,=0= lim w,

n—o0 n— 00

donc, d’apres le théoreme des gendarmes, v, — 0

n—oo

Université
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Exemples importants
Suite arithmétique

Proposition. Soit (u,) une suite arithmétique de terme initial
ug et de raison r (u, = uq + nr)

» sir>0, Ilim u,=+
n—0oo

» sir<0, Ilimu,=—00
n—aoo

> sir=0, lim u,=u

n—oo

Université
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Suite géomeétrique

Soit a € R et la suite de t.g. u, = a’

1. sia>1, lim a@" = +o00
Nn—00

2. silal <1, lim a' =0
n—o00

3.sia=1, im a" =1
n—o0

4. sia<—1, a’ n’est pas convergente

sia>1: a=1+h, h>0

N /n N /n n
a'=(1+h)"=> (k)hk =1+nh+>) (k)hk >, (k)hk > 1+n.h
k=0 k=2 @/_/
>0

Université
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Exemples importants
Suite géomeétrique

Soit a € R et la suite de t.g. u, = a’

1. sia>1, lim @" = 400
Nn—00

2. silal <1, lim a' =0
n—00

3.sia=1, im a" =1
n—o0

4. sia<—1, a’ n’est pas convergente

. 1 14" n
silaj<leta#0: —>1, Ilim (—) =400 lim|al =0

|a| n— 00 |a| n— oo
. n . n
sia=0, a =0: Ima =0
n—00
Université
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Suite géomeétrique

Soit a € R et la suite de t.g. u, = a’

1. sia>1, lim a@" = +o00
Nn—00

2. silal <1, lim a' =0
n—o00

3.sia=1, im a" =1
n—o0

4. sia<—1, a’ n’est pas convergente

sia<—1, la|>1, nlimoolaln — too a" n'est pas bornée

sia=-—1, a =(-1)

Université
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Exercice : Montrer que
0.99999999...... = 1.

Qu’en déduisez-vous?

=
=

n
Exercice : Donner la limite de la suite de t.g. u, = (5 + ﬁ) :

Exercice : Soit les suites de t.q.
u,=2"  v,=6".

Donner les limites de (u,), de (v,), de (u,v,) et de (u, + v,).
Donner ensuite la limite de (u,/v,) pour en déduire la limite
de (u,—v,).

Université
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: un+1
Suites (u,) telles que <a<l
Lln

SoitaeR, O<a<let(u,),en Une suite telle que

un+1
VneN, u,#0 et <a
Un
Alors lim u, =0
n—o00
Un V1 || V2 || W3 Up 0| ug n
— | = — | —||—] e — Sa
Ug Uo |l W1 I Vo1l _7lUk—1

n
> |Un| <a |U0|

. n
> a<l, im o =0
N— 00

Université
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Exemples importants

n
_ a
im —
n— o0 n|
n
n!
> Unii anJrl n! a
u, (M+11g" n+1
> soit N=E(2|al) (N entier, et N+ 1 > 2]a|)
u |al |al 1
> pourn>N, ntll_ < <
Un, n+1 N+1 2
k=n —N
u u u u u 1\7 1
b |20 | UNET SN2 n_|_ k S(—) :(_
Uy Uy [lUny1 Up—11  Zyq1lUk—1 2 2

1 n N n
> |u,| < (5) x 2 x|uy|or nIL»moo(E) =0 donc nleooU” =0

Université Paris Cité 2024-2025

nn

im —
n—o nl

Exemples importants

Uper  (+1D)"Y o (ng1)” ( 1)"'

Up (n+1)! n n n Nn—-+400
Upni1
doncaNeN, V>N, 2= >2
Un
Uyvs1  Ung2 Un n—N
> Vn>=N, u,=uyx oo 2 > Uy X 2 — 400

Uy Un+1 Up—1 N—+00

Ou, plus simplement: nl1=1x2x3...xn< 1xn"?

n n

n
doncu,=—2
n!

=N — o0
nn_l n—-00 T

Université Paris Cité 2024-2025
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Exercice : Donner les limites des suites définies par les t. g.
suivants :

n n
1. u,=3 n O
5-.yn::2 '_'_T
n n
2. v,=(0,5)
n o _n 6. z,=(—0,2)"—5"
3. w,=2 +5
n+1
n n 3" 1
4. x,=2 —5 7.t =————
n n =
2 +1
Université
Paris Cité
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Ftude de la monotonie

Deux méthodes classiques pour étudier la croissance (ou la
décroissance) d’une suite (u,) :

méthode 1 : étudier le signe de la différence u,,; —u,

Un+1

meéthode 2 (si u, > 0) : calculer le rapport
un
> si % > 1 pour tout n € N, alors la suite (u,) est croissante
n
> si % < 1 pour tout n € N, alors la suite (u,) est
n
décroissante

Université
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e

Exemple 1 : Soit |la suite (u,)

neN

Suites monotones

« définie par

Up, =In(n+1)—In(n).

Ona U,.1—U,=(In(n+2)=In(n+1))—(In(n+1)—In(n))

n-+2 n
zln( )—l—ln( )
n+1 n+1

n2+2n
= |n 5
n +2n-+1
n2+2n n2+2n
Oor — <1 donc Up1—Up,=In{— <0
n- +2n+1 n +2n-+1

donc la suite (u,) est décroissante

Université
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s Sues monotones

Exemple 2 : Soit la suite (u,),en définie par

1

Uu,=ne " >0:

1

Unyy _ (n+1)e T

Yn eN,
Un

1
ne "

n+1 1__1

_ en!_(n+1)!

n
n-+1 n

— e+l) > 7

n

donc la suite (u,) est croissante

Université Paris Cité

2024-2025

Université
Paris Cité

Mathématiques et calcul 1 118



Exercice : Donner la monotonie des suites de t. g. suivants :

1. u, = 3 3. (w,) définie par wy =1 et
. Up n+5" Wn+1:Wn+Wr2w
2. V, = 2” ) 4. (x,) définie par xo =1 et

n 1 / 2
i Xnr1=V1+X,

Exercice : Soit (u,) définie par ug =1, u,, 1 = U, +2n+ 3.
1. Etudier la monotonie de (u,).

2. Montrer que pour toutneN, u, = n°.
3. Donner la limite de (u,).

Université
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Propriété de la borne supérieure

Définition : On dit qu’un réel b est la borne supérieure d'un
ensemble E c R si b est le plus petit des majorants de E,
autrement dit si :

1. bestun majorantde E: Vxe€E, x<b
2. tout réel b’ < b n’est pas un majorant de E :

Ve>0, 3dxe€E, x>b—c¢

Lorsqu’elle existe, la borne supérieure est unique et notée
supE oU supx

xeE
Théoreme : Toute partie non vide et majorée de R admet une
borne supérieure

Si E n’est pas majorée, on note souvent supE = +00

Université
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Suites monotones
Borne supérieure et borne inférieure

On définit de méme la borne inférieure de toute partie non
vide et minorée de R. C’est le plus grand des minorants de E,

et on le note infE ou inf x
X€EE

Exemples : Calculer
1. sup|O, 1]
2. sup [0, 1]
3. inf]1, 4+00]
4

5. sup —

Université

6. sup ([0, 11N Q)
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Suites monotones
Limites et monotonie

Théoreme :

» Une suite croissante et majorée converge
» Une suite décroissante et minorée converge
» Une suite croissante et non majorée tend vers +oo

» Une suite décroissante et non minorée tend vers —oo

Université
Paris Cité

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 122



Suites monotones

i, &
M
L " O * * * e -
A ]I 2 E!- n
Suite (a,,) croissante et majorée
Université
Paris Cité
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Limites et monotonie
Une suite croissante et majorée converge
Soit (u,)pen UNE suite croissante et A= {u,: neN}
> A£QD
> |a suite est majorée (VneN u, < M), donc A est une
partie majorée de R
— A admet une borne supérieure L
» Ve>0, INeN, L—e<uy<L
» |a suite est croissante, donc
Vn=N, L—e<uy<u,<L+c¢
donc la suite (u,) a pour limite L
Université
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2
unp+1

Exemple (u,) donnée par ug =0, Uy, = 5

> montrons par récurrence que : VneN, u,€][0,1]
» propriété vraie pour n=20 )
> si0<u,<1,alors 022“ < 4t < 122“, c-a-d2<u,,; <1
la propriété est donc vraie pour tout n € N
— (u,) est majorée
» (up) est croissante : pour tout n e N,

2 2
u,+1 (u,—1) s
Upi1— Uy = —Up=—""2
n+1 n 2 n 2
> (u,) est croissante et majorée, donc converge vers une limite L
T B | 1?41
> Upyg—Letuy 1= > , donc L=
2 2
1> +1

> L= > 2L=L°11= (L—-1)°=0=L=1

Université

conclusion : (u,) converge vers 1 Paris Cité
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n1
Exemple suitedet. g. up,= > —
k!
k=0
» (up) est croissante : pour tout n e N,
n+1 1 n 1
Upi1—Up — = >
n+1 Z k! [;)kl (n_|_1)|
> montrons que pour toutn>1, n! > 2"t
11=1=2""1 et,pournz2,N=2x3x-xn22x2x---x2=2""1
» donc pour tout neN,
1_ 1
_ 2"
<1+ Z —— =1+ Z +T <3
k=1 2 )
ainsi (u,) est majorée
conclusion : (u,) converge
Université
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no1 1 1 1
Exemple suitedet.g.un_z —=1+—=+ =+ +—
1/< 2 3 n

n+1 1 n

>un—i—l Un—z__z >O

Sl (n +1)°
donc (u,) est croissante

> Montrons par récurrence que : Vn>1, u,<2—3
1. propriété vraie pour n=1:u=1<2-— %

2. supposons u, < 2—= (hypothese de récurrence)
u = 5 < 2 _1 1
® Up1=Un+——= n +1) =i (1 1)?
1 1 1 1 1

[ J (n+1)2 —

® Upi1<2— "’

(n+1)(n+1) - n(n+l) — n~ n+1
s<2-4: L o 1
(n+1) n

» VYnelN, u,<2-— H <2 donc (u,) est majorée
conclusion : (u,) est convergente

Université
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Exercice : Soit (v,) définie par vy =1/2 et v, ; =Vv,— v,?,.

1. Quelle est la monotonie de (v,)?

2. Montrer que pour toutneN, 0 <v, <1.

3. Montrer que (v,) converge et donner sa limite.
i

Exercice : Soit (v,) définie parvo=1etv, ; = —.
1+ v,

1. Montrer que pourtoutneN,O0O<v,<1.
2. Quelle est la monotonie de (v,)?
3. Montrer que (v,) converge et donner sa limite.

Université
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Suites adjacentes
Suites adjacentes

Définition. Deux suites (U,)nen €t (Vi) pen SONE dites
adjacentes si

1. (v,) est croissante et (u,) 1
est décroissante

[
=

2. lim (u,—v,) =0

Nn— 00

Théoreme. Si deux suites sont adjacentes, alors elles sont
convergentes et elles convergent vers la méme limite

Université
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Suites adjacentes

Démonstration

» On a (u,—Vv,) décroissante et tendant vers 0, donc
positive, d'ou le classement
Vo<V SV, <LV, Z... U, <---< Uy S U; S U

> (v,) est majorée par ug : parce qu’elle est croissante, elle
converge vers L

> (u,) est minorée par v, : parce qu’elle est décroissante,
/
elle converge vers L

Or lim (v,—u,)=0doncL = L

n— 00

Université
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Exercice : Dans chaque cas suivant, dire si les suites (u,) et
(v,) dont on précise les t. g. sont adjacentes. Dans
I’affirmative, donner leur limite commune.

. 1 1
. Un _ - ’ Vn p—
n+1 n+3
2 1 ! 1 i "
Up=1— ’ V, = —|—sm(—)
n+1 2N+ 2
S n—1 n
Up = ’ Vn =
n+1 n+1
2 2N
4. u,=1-— , V, =
n+1 n+3
Université
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Suites extraites

Soit une suite (Up)pen-
On peut construire plusieurs suites a partir de (up,)pepn

> la suite des termes de rang pair : (v,) = (Uyp)
> la suite des termes de rang impair : (W) = (Uzp41)

> la suite des termes de rang multiple de 3 : (a,) = (us3,)
> ...

La construction repose sur deux moyens :
1. on choisit certains termes de la suite
2. on ne revient pas en arriere

Université
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On appelle suite extraite de la suite (u,),en UNE SUIte (V) pen
telle que v, = Uy(n), OU @ : N— N est une application
strictement croissante

Exemples : Vh e N,

> @(n) =2n : suite des termes de rang pair (v, = Uypn) = Uzp)
> ¢(n)=2n+ 1 : suite des termes de rang impair

(Wn =Upmn) = u2n—i—1)
> ¢@(n) =3n : suite des termes de rang multiple de 3

(an =Upin) = u3n)

Université
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Proposition : Soit(u,),ey UNe suite convergente vers L.

Toute suite (uyy)) extraite de la suite (u,),en CONVerge vers la
méme limite L.

Cette proposition est utile pour montrer qu’une suite ne
converge pas.

Université
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Exemple: VneN, u,= (—1)”

Si (u,) converge vers L, toute suite extraite de (u,) converge
aussi vers L.

> |a suite extraite (v,) vérifie v, = u,, =1 pour tout n e N,
donc lim v,=1

n—0o0
> la suite extraite (w,) vérifie w, = u,,,; =—1 pour tout
ne€N, donc lim w,=-—1

Nn—00

Conclusion : (u,) diverge

Université
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Proposition : Soit (u,) une suite; on pose (v,) = (Uy,) et
(Wp) = (Uzp1)- Alors

lim = & lim v, = lim w,=1L
n—»ooun n— 00 n n— 00 n

Université
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Démonstration.

1. limu,=L = limv,=Ilim w,=L
Nn—0o0 Nn— 00 Nn— 00

2. limv,=limw,=L = Ilimu,=L
n—o0 n—o0o0 n— 00

1. les suites (v,) = (uyp) et (w,) = (Uzn41) SONt extraites de la
suite (u,) qui converge vers L, elles convergent donc aussi
vers L

2. » (v,)et(w,) convergent versL : Ve > 0,3N;, N, €N tels que

Vn=N,, |lvp—L|<eetVn=N,, |w,—L|<¢

donc (prendre N = max{Ny, N> })
Ve>0, IANeN, Vn=N, |[v,—L|<Leet |w,—L|<LE€

» soitn>2N (doncn>=2N+1):
» sin est pair, n=2p et p> N donc
|Un_L|:|U2p_L|:|Vp_L|S£

» sinestimpair,n=2p+1etp>N donc

_ _ Université
up—LI=lugp1 —LI=w,—L| <€ [ Hptersie
Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 137

Exercices (difficiles) :

1. Soit (u,) une suite et (uUy,), (Uzn41), (Usp) trois suites
extraites de (u,). Montrer que si ces trois suites sont
convergentes, alors (u,) est convergente

2. Soit (u,) une suite telle que, pour tout kK € N tel que k > 2,
la suite extraite (uy,) est convergente. Peut-on en
conclure que (u,) est convergente?

(indice : penser a la suite (u,) qui vaut 1 lorsque n est
premier et 0 sinon)

Université
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Suites récurrentes
Suites récurrentes

Une suite récurrente est définie par
1. son terme initial : ug
2. la relation de récurrence

VneN, up.1=~Ff(u,)
ou f:l = R est une fonction donnée

Remarque importante : si lim(u,) =L et f est continue, alors
nécessairement L = f(L) (L est un point fixe de f)

2
. L] 7 . L] un + 1
Exercice : Soit (u,) définie parug=0etu, ; = pour
tout n € N. Donner la seule limite possible de (u,)
bane G
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Exemples

Une suite arithmétique, de terme initial a et de raison r, est
définie par:

l. upg=a

2. Up 1 =Up+rpourtoutneN

La fonction f: R— R associée est alors — f(X) =x+r

Une suite géométrique, de terme initial a et de raison g, est
définie par :

1. Ug=a

2. Up 1 =qu, pourtoutneN

La fonction f: R— R associée est alors x — f(x) =gx

Université
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Suites Suites récurrentes

Exercice : On considere les suites (u,) et (v,) définies par
ug=0, vo =2 et, pour tout neN,

3u,+1 3v,+1
Vil = 2 Uny1 = — 1

1. Montrer que la suite (s,) = (u, + v,) est constante

2. Montrer que la suite (d,) = (u, — v,,) est géométrique et
donner sa formule en fonction de n

3. En déduire des formules explicites pour (u,) et (v,),
donner leurs limites et dire si elles sont adjacentes

Université
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Propriétés des suites récurrentes

Soit f: R— R. On dit que f est croissante si
v, x eR, x<x = f(x) < f(x/)

(autrement dit, f préserve le sens des inégalités)

Soit (u,) une suite récurrente définie par up € R et la
réecurrence u,., = f(u,) (tout n € N), avec f croissante
1. siu; = ug, alors la suite (u,) est croissante
2. Si uj; < ug, alors la suite (u,) est décroissante
3. si u; = ug, alors la suite (u,) est constante

Université
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Suites Suites récurrentes

Uny1 = f(up,), avec f croissante et u; > ug

Montrons par récurrence la propriété (P,): u, < Up.1

> (Pg) est vraie

> si (P,) est vraie (hypothese de récurrence). ..
la fonction f est croissante, donc :
Uy SUpyr = Upp =Ff(Up) < f(Upy1) =Upypo
donc (P,,1) est vraie

» conclusion: VneN, u,<Up;;

(u,) est croissante

Université
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Exercice : Soit (u,),en 1@ suite définie par ug = 4/10 et

3
VneN, u,.=u,—uj,

1. Montrer que pourtoutneN,0<u,<1
2. Montrer que (u,,) est décroissante
3. La suite (u,) converge-t-elle? Si oui, donner sa limite

Université
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Suites négligeables, notation o()
Notations de Landau

Définition. Soient (u,) et (v,) deux suites réelles. On dit que
(u,) est négligeable devant (v,), ce que I'on note u, = o (v,)

Nn—00

(ou plus simplement u, = o(v,) s'il n'y a pas d’ambiguité), si
Ve>0,ANeN,Vn =N, |u,| < é€|v,|

(c-a-d, pour tout € > 0, |u,| < €|v,| a partir d'un certain rang)

Il est souvent plus commode d’utiliser la caractérisation
suivante :

Proposition. Soient (u,) et (v,,) deux suites réeelles telles que
v, ne s’annule pas. Alors

Un
u, =0(v,) = — — 0
Vo i
2024-2025 Mathématiques et calcul 1 145
Exemples
> n 1
> n=o(n)car 5 =——0
n n Nn—00
In(n)
» In(n) =o0(n) car —
n Nn—0o0

» — =0(1) et, plus généralement, u, =0(1) & u, -0
n

> u, =0(0) & (u,) est nulle a partir d’'un certain rang
(rarement utile)

Université
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Suites négligeables, notation o()
Manipulation algébrique des 0()

Dans la notation u, = o(v,), le terme de droite représente
n'importe quelle suite négligeable devant la suite (v,)

— regles spéciales pour manipuler algébriquement les o() :
> O(Un) + O(un) — O(un)
> VA £0, Ao(u,) =o(u,) =0o(Au,)
> O(Un) — O(Un) — O(Un)
— en pratique on ne met donc jamais un coefficient ou un
signe — devant un o()

> o(o(up)) = o(up)
» siu, =o0(v,), alors o(u,) +o(v,) =o(v,)
> X,.0(V,) =0(X,.Vy)
> o(up).0(vp) = 0(Up.Vp)
» en cas de doute on revient a la définition ou a la
caractérisation u,/v,, —» 0 | Yniversitg
2024-2025 Mathématiques et calcul 1 147

Preuve de o(u,) +o(u,) =o(u,)

Soit (x,) et (y,,) deux suites telles que x, =o(u,) et y, =o(u,).
Montrons que x, +y, = o(u,).

Soit € > 0. Il existe N, N, € N tels que

I3
Vn> N, |Xx,| < Elunl

£
VnZNZ' |yn|S§|Un|
donc, en posant N = max{N{, N>}, on a
Vnz=N, |X,+Yyal < IXpl+lynl < €lu,

ce qui montre bien que x, + Yy, =0(u,)
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Suites négligeables, notation o()
Preuve de x,.o0(v,) =0(x,.V,)

Soit (u,) une suite telle que u, =o(v,).
Montrons que x,.u, = o(X,.V,).

On a
Ve>0,ANeN,Vn=>N, |u,| L é€lv,|

donc
Ve>0,aANeN,Vn=N, |x,.u,| <&lx,.v,l

c-a-d exactement x,.u, = o(x,.v,)
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Comparaisons classiques

Sia>0,8>0,u>A>1,alors

(04 n
(Inn) = +00, nﬁ n—»_)oo+oo, A = +00,

n! — +oo, n" — +oo,

et

B

(nn)* =o(n”), n’=o\™), A" =o"),

u' = o(n!), n!= o(n”)

Exercice : Donner les limites des suites de t. g. ci-dessous :

1 3 4n
n 100 n-—3 n
up,=2 —n Vp=—"—=:, Wp=¢€ . X,=n —100n!
Inn—n
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Sutes équivalentes
Suites équivalentes

Définition. On dit que deux suites réelles (u,) et (v,) sont

équivalentes, ce que I'on note u, = Vs siu, =Vv,+0(Vv,)

Remarque :u, ~ v, & Vv, ~ U,

n—oo n—oo

Proposition. Soient (u,) et (v,,) deux suites réelles telles que
vV, ne s’annule pas. Alors

Un
Up, ~ V, = — — 1
n—00 Vn n—00
Preuve :
Un Un
U, ~ vV, & U,=Vvp+o0o(v,) & —=140(1) & — — 1
— 00 n—00
n Vin Vin
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Exemples

» J/n=o(n)doncn+4yn=n+o(n)doncn+4/n ~ n

n—oo

> \/n2+1:n,/1+l2et 1+l2n—o>ol,donc \/n2+1 ~ n
n n -

n— o0
» VL£0, u, ~ LS u,—1L

n—00 n—00

» u, ~ 0 < (u,) est nulle a partir d'un certain rang

n—oo

(rarement utile)

Université
Paris Cité

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 152



Suites équivalentes
Regles de calcul avec les équivalents

> Si an =~ b, et bnn~oo Cp, alorsa, ~ c,

oo n—oo

> sia, o~ Xn et b, Y alors a,.b, o XnYn

(0 0)
> sia, o Xn et b, > Yn et b, et y, ne s’annulent pas,

alors
an Xn

_— A —

bn n—oo yn

. a o

> siu, o Vn eta >0, alors u, =v,
> siu,=o0(v,) etv, o Wn, alors u, = o(w,)

» en cas de doute on revient a la définition ou a la
caractérisation u,/v, — 1
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Pieges a éviter

» on n’'additionne jamais les équivalents'!
a,~ X, etb, ~y,n'implique pas a,+ b, ~x,+ Y,

contre-exemple a retenir:n+1 ~ net—n ~ —n

n—00 nN—00

(en additionnant, on obtiendrait I'absurdité 1 ~ 0)

» siu,~vVv, onn'apasf(u,) ~f(g,) pour toute fonction f!

contre-exemple : u,=n, v, =n+ +/n, f(x) = e”

f(u et n
en effet W) = = e’" ne tend pas vers 1
F(Vn) €
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Exercice : Soient deux suites (u,) et (v,) strictement positives
telles que v, —» + et u, o Vi Montrer que Inu, ~ Inv,

— 00 nN—00

Un ya .
u, ~ v, = — —1 (caractérisation)
n—o0 V n— 00
un 0
= In[—]|]—0 (In est continue)
V n—00
. 0
— —
= |nu,—Inv, —_
= Inu,—Inv,=0(1)
= Inu,—Inv,=0(Inv,) (car1l=o0(Inv,))
= Inu, ~ Inv, (définition)
Nn—00
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Exercice : Soient deux suites (u,) et (v,) strictement positives
telles que v, - 0 etu, ~ v,.Montrer queinu, ~ Inv,.

n—00 n—00

Université
Paris Cité

Université Paris Cité 2024-2025 Mathématiques et calcul 1 156



Suites équivalentes
Equivalents de suites polynomiales

Proposition. Une expression polynomiale est équivalente a
son terme dominant (terme de plus haut degré). Si a, £ 0,
alors
d d—1
dgn +adg—1n +...+adijh+ap n:oo dgn
k d k d

Preuve : pour tout k <d, n =o(n") donc agxnh =o(n") et donc
d—1 d d d
+...+ain+ag=agn +o(n) ~ agn

d
agh +ag_1n o~
Corollaire. Un quotient d'expressions polynomiales (fraction
rationelle) est équivalente au quotient des termes; dominants
du numérateur et du dénominateur. Si ay # 0 et b, # 0, alors

d d—1 d
dgn +ag-1n +...+adijh+ap agn dg  J—d
d d'—1 oo d nooo b n
byn +by_n" " +...+bin+bg byn d" WAl Yo
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Exercice : Pour chaque suite de t. g. ci-dessous, donner un
équivalent (le plus simple possible) et en déduire sa limite
éventuelle.

4n2+3n+5
>Un: n —n
e +e
57 + n?2" 4 "
> Vp = 3 3
—2n" +n —4n+1
4n® +3e"— 5"
| W, =

—2n° 15"+ e "
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Exercice : En utilisant la formule de Stirling :

n —n
n' ~ ne +V27n,

n—00

L 2n . : :
calculer un équivalent de ( n ) (coefficient binomial)

2n (2n)! S
( n = 2 (définition)
(n!)
2n _—2n
(2n)" e 4mn L
~ — >— (formule de Stirling)
=% (n"e "+4/2mn)
n_2n _—2n
2 e 41n
: 2n _—2n
n—o0 N 27N
2
~ ——
n—0oo < wn | Université
Paris Cité
2024-2025 Mathématiques et calcul 1 159

Exercice : Trouver un équivalent de la suite de t. g.

un:\/n2+1—n

Pour “simplifier” I'expression ¢a— b, on multiplie et on divise
par la quantité conjuguée ya+b:

[ 2
u - (rszl_n). n +1+n
\/n2+1+n

(\/n2+1)2—n2
\/n12+1+n

\1/n2+1+n
~ car\/n2+1:n+o(n)

n—o0o0
2 n | Université
Paris Cité
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Exercice : Pour chaque suite de t. g. ci-dessous, donner un
équivalent (le plus simple possible) et en déduire sa limite
éventuelle.

V'1+n°((sinn)/A—In(n%))

2

n(l+e" )(¥/n+1—4+/n)

'Un:

n”" — (2n

Ve —e’"

> w,=In(n+ ﬁ)e_ﬁ— 27" cos(n_z)

n

»Vn:
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