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SUJET A

Exercice 1 (Logique et quantificateurs)

1. Ecrire la négation de I’assertion suivante :
Vo €l0,1[,Vy € [-1,0[, xy€]—1,0].

2. Traduire a 'aide de quantificateurs ’assertion suivante ainsi que sa négation. Soit A C R. A est
bornée (c’est-a-dire, A est majorée, et A est minorée.)

Correction. Pour nier une assertion quantifiée, on échange V et 3, sans changer leur ordre, puis on nie la
propriété. La négation de « P et ) » est « non P ou non @ ».

1. La négation est
3$€]0,1[,3y€ [_150[) Ty ¢]_150[

On peut aussi écrire la derniére condition sous la forme zy < —1 ou zy > 0. Les domaines de x et y restent
les mémes : on cherche un couple dans les intervalles de 1’énoncé pour lequel le produit n’appartient pas a

| —1,0[.
2. En suivant la précision de I’énoncé, ’assertion « A est bornée » s’écrit
dJneR,AM e R,Vae A, m<a<< M.
Sa négation est donc
YmeR, VM €eR,Ja € A, a<moua> M.

Cela signifie que A n’est pas minorée ou que A n’est pas majorée. Il n’est pas nécessaire que ces deux
propriétés soient vraies simultanément : par exemple, [0, +0o[ est minoré, mais n’est pas borné.

Avec la définition du cours, qui utilise la valeur absolue, ’assertion « A est bornée » s’écrit
dM e Ry ,Vae A, |a| <M.
Pour cette formulation de la question, la négation est
VM eRy,3a € A, |a| > M.

Autrement dit, quel que soit le seuil M > 0, on peut trouver un élément de A dont la valeur absolue dépasse
strictement M.

Exercice 2 (Réunion d’intervalles)
Soit

Montrer, par double inclusion, que I = [0, 1[.
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Correction. Par définition d’une réunion, x € I si et seulement s’il existe n € N* tel que 0 < x < Zj&
Pour montrer une égalité d’ensembles par double inclusion, on démontre successivement chacune des deux
inclusions.

(C). Montrons que I C [0,1]. Soit = € I. Il existe n € N* tel que 0 < = <

n—1 2
0< =1-——<1
Tn+41 n+1

Donc 0 < z < 1, soit € [0,1[. Ainsi, I C [0, 1].

(D). Montrons que [0, 1[C I. Soit = € [0,1]. On cherche un entier n € N* tel que = € [0

par analyse—synthése.
Analyse. Supposons qu’un tel entier n existe. Alors x < Z—H Puisque n+1 > 0, on obtient z(n+1) < n—1,
soit

n+1 Comme n > 1, on a

. +1} Raisonnons

n(l—z)>1+ux.
Comme 1 — z > 0, on en déduit
142
1—x
Il faut donc chercher un entier supérieur ou égal a ce seuil, qui dépend de z.
La partie entiére permet de construire un tel entier sans utiliser de résultat sur les limites.

n =

Synthese. Posons N = FE (%f—i) + 1, ou E désigne la fonction partie entiére. Vérifions que cet entier

convient. Puisque 0 < z < 1, le quotient est bien défini et ﬁ—i > 1, donc N € N*. Par définition de la partie
entieére,

142z

1—a
En multipliant par 1 —z > 0, on obtient N(1 —z) > 1 + x, soit N — 1 > (N + 1). Comme N +1 > 0, il
vient

N >

N -1
N+1'

T <

Avec = > 0, cela donne z € [0, %ﬁ} donc z € I.

Ainsi, tout = € [0, 1] appartient & I, ce qui prouve que [0, 1[C I.
Les deux inclusions donnent finalement I = [0, 1].

Exercice 3 (Bijections)
1. Donner une bijection de {1,2,3} vers {1,1, 3
2. Donner une bijection de [1, +00] vers |0, 1], et montrer que votre application est bijective.

Correction. Une application est bijective si tout élément de son ensemble d’arrivée admet un unique anté-
cédent dans son ensemble de départ. Il faut aussi vérifier que la formule choisie définit bien une application
entre les ensembles annoncés.

1. Définissons

f {17273} — {1’%’%}
k +— %
Les images de 1, 2 et 3 sont respectivement 1, % et % Chaque élément de I’ensemble d’arrivée apparait
exactement une fois : f est donc bijective.
2. Considérons de méme
g: [L +OO[ — ]07 1]
— 1

x =,
T
Pour tout x > 1, le nombre x est non nul et 0 < % < 1. Lapplication g est donc bien définie.
Soit y €]0, 1]. Pour tout x € [1,4o00[, on a
1 1
gz)=y & —=y & x=-—,
€r Yy

car x et y sont non nuls. De plus, 0 < y < 1 1mphque =~ > 1, donc = appartient bien & l’ensemble de départ.

Q=R =

Ainsi, tout y €]0, 1] posséde un unique antécédent par g, & savoir +. L’application g est donc bijective.



Exercice 4 (Bonus - Partie fractionnaire)

1. Pour z € R, définir la partie fractionnaire (notée F'(x)). Par exemple F(2.3) = 0.3, F'(3) = 0,
F(-1.1) = 0.9.

2. Représenter le graphe de la fonction z — F(z).

3. Soient = € R et k € Z. Montrer que F(z + k) = F(x).

4. Soient z,y € R. A-t-on en général F(x +y) = F(z) + F(y) ? Justifier.

Correction.
1. Pour tout z € R, la partie entiére E(z) est I'unique entier tel que E(z) < = < E(x) + 1. La partie
fractionnaire de x est le réel
F(z) =2z — E(x).

En retranchant F(z) dans I'encadrement précédent, on obtient 0 < F(z) < 1.

En particulier, F (—%) = —2, donc F (—%) = —% +2 = %. Pour un réel négatif, il ne suffit pas de
supprimer le signe et la partie située avant la virgule.
2. Soit n € Z. Pour tout € [n,n + 1], on a E(z) = n, donc F(x) = x — n. Le graphe est ainsi la réunion

des segments de pente 1 allant de (n,0) inclus & (n + 1,1) exclu, pour n € Z. La Figure [I| en représente
quelques-uns. Aux abscisses entiéres, la valeur de F est 0, et non 1.

FIGURE 1. Graphe de la partie fractionnaire. Les points pleins sont inclus; les points creux
sont exclus.

3. Soient x € R et k € Z. En ajoutant k dans ’encadrement caractérisant E(x), on obtient
Ex)+k<z+k<Ex)+k+1
Comme E(z) + k € Z, 'unicité de la partie entiére donne E(x + k) = E(x) 4+ k. Par conséquent,
Flx+k)=x+k—E(x+k)=x+k—E(x)—k=F(x).

En particulier, F'(x + 1) = F(z) pour tout = € R : la fonction F' est 1-périodique, ce que I'on observe sur la
figure.

4. Non. Prenons z = y = 1. Alors F(z) + F(y) = 3 + 5 = 1, tandis que F(z +y) = F(1) = 0. L’égalité n’est
donc pas vraie pour tous les réels x, y.

SUJET B

Exercice 1
Soit

A={zeR|l1<z<3}, B={zeR||z|<10}.
1. Montrez que A C B.

2. Déterminez, s’il existent, un majorant de A et un majorant de B.
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Correction.

1. Soit x € A. Alors 1 < z < 3. En particulier, z > 0, donc |z| = x < 3 < 10. Ainsi, x € B. On a bien montré
que A C B.

2. Pour tout z € A, on a x < 3, donc 3 est un majorant de A. Pour tout € B, on a z < |z| < 10, donc 10
est un majorant de B.

Un majorant d'une partie de R est un réel supérieur ou égal a chacun de ses éléments. Il n’est pas nécessaire
que ce majorant appartienne a l’ensemble : ici, 10 ¢ B.

Exercice 2
Soit I C R une partie de R.

1. Donner la définition formelle (avec quantificateurs) de ce que signifie que I est un intervalle, puis
écrire la négation de cette définition.

2. Montrer que ’ensemble Z n’est pas un intervalle.

Correction.
1. Par définition, I est un intervalle si

Veel,Vyel,VzeR, (r<z<y = ze€l).

Un intervalle contient tous les réels situés entre deux de ses éléments quelconques. Pour deux assertions
P,Q, 'implication P = (@ équivaut a « non P ou () ». En utilisant les lois de De Morgan, on obtient
donc

(P = Q) & —(-PouQ) < (Pet-Q).

C’est pourquoi, pour nier la définition d’un intervalle, on conserve I’encadrement et on nie I’appartenance.

La négation de la définition est donc
Jrel,Jyecl,F3zeR, xz<z<yetz¢ .

2. Les nombres 0 et 1 appartiennent & Z, et 0 < % < 1, mais % ¢ 7. Ces trois nombres vérifient la négation

de la définition précédente. Ainsi, Z n’est pas un intervalle de R.

Exercice 3
Soient A et B deux sous-ensembles de R tels que A C B.
Montrez que si A n’est pas majoré, alors B n’est pas majoré.

Correction. Par définition, une partie A de R est majorée si
dM e R,Vae A, a< M.

En niant cette assertion, on obtient que A n’est pas majorée si et seulement si
VM eR,da € A, a> M.

Quel que soit le majorant proposé, on peut donc trouver dans A un élément strictement plus grand.

Supposons que A ne soit pas majoré. Soit M € R. Il existe a € A tel que a > M. Comme A C B, on a
aussi a € B. Ainsi, pour tout M € R, il existe un élément de B strictement supérieur & M. Cela prouve que
B n’est pas majoré.

Exercice 4
Soit F': N — N l'application définie par
Vn €N, F(n) = n?.

Montrez que F' est injective.



Correction. Par définition, F' est injective si
VneN,VmeN, (F(n)=F(m) = n=m).

Cette écriture dicte la rédaction : on fixe deux entiers naturels quelconques n, m, on suppose qu’ils ont la
méme image et on montre qu’ils sont égaux.
Soient n, m € N. Supposons que F(n) = F(m). Alors n

(n—m)(n+m)=0.

2 = m?, donc

Un produit de réels est nul si et seulement si 'un des facteurs est nul. On a donc n = m ou n+m = 0. Dans
le second cas, puisque n, m > 0, on obtient n = m = 0, et donc encore n = m.
Ainsi, pour tous n,m € N, I'égalité F'(n) = F(m) implique n = m. L’application F' est donc injective.
L’ensemble de départ est essentiel : 'application n — n? de Z dans N n’est pas injective, puisque 1 et —1
sont distincts et ont la méme image.

SuJET C

Exercice 1
Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Le démontrer.

IL.LVxe R, Vye R,z +y <0.
2.VexeR,Jye R,z —y > 0.
3.dx € R,Vy € [2; 400,z < y.
Correction.

1. Faux. Les réels x = 1 et y = 0 donnent z +y = 1 > 0, ce qui contredit 1'inégalité annoncée pour tous les
couples de réels.

2. Vrai. Soit x € R. Posons y =z — 1. Alors y € R et
r—y=z—(x—1)=1>0.
Ainsi, pour tout réel x, il existe bien un réel y tel que x — y > 0.

3. Vrai. Prenons = = 1. Soit y € [2,400[. Alors y > 2 > 1 = z, donc z < y. Ce méme réel x = 1 convient
pour tous les y de l'intervalle.

Dans la deuxiéme assertion, on choisit y aprés avoir fixé x : y peut dépendre de x. Dans la troisiéme, il
faut choisir un seul x qui convienne a tous les .

Exercice 2
Soient A et B deux sous-ensembles de RR.

1. Montrer que
(BCAetVae Aja<1l) = (VWbe B,b< 1) (1)
2. Ecrire la négation de l'assertion (1).

Correction.
1. Supposons que B C A et que, pour tout a € A, on ait a < 1. Soit b € B. Comme B C A, ona b € A, donc
b < 1. Ainsi, pour tout b € B, on a b < 1, ce qui prouve I'implication (1f).
2. Pour deux assertions P, (), 'implication P = () équivaut a « non P ou () ». Sa négation se déduit donc
des lois de De Morgan :
(P = Q) & ~(-PouQ) < (Pet-Q).
On conserve donc I’hypothése de 'implication et on nie sa conclusion.
La négation de (1)) est
BCA et (Vac€A a<l) et (IbeB, b>1).

Cette assertion est fausse : si un tel b existait, il appartiendrait a A, donc vérifierait aussi b < 1. Cela est
cohérent avec la premiére question, ot I'on a démontré 'implication.



SUuJET D

Exercice 1
Soit F = {a,b,c} un ensemble. Est-ce que les assertions suivantes ont du sens mathématiquement ?
Donner une courte justification.

l.ae FE 3.{a} CF 50 B
2.aCFE 4. (a,b) € E 6.0 CE

Correction. L’appartenance u € E signifie que u est un élément de F. L’inclusion A C E compare deux
ensembles : elle signifie que tout élément de A appartient & E. Il faut distinguer une écriture qui a un sens
d’une assertion vraie ou fausse.

Dans la lecture attendue de cet exercice, on considére a,b,c comme des objets élémentaires, qui ne sont
ni des ensembles ni des couples.

1. a € E a un sens et est vraie, puisque E = {a, b, c}.

2. a C E n’est pas une écriture adaptée dans ce cadre : une inclusion compare deux ensembles, alors que a
n’est pas considéré ici comme un ensemble.

3. {a} C E a un sens et est vraie : le seul élément de {a} est a, et a € E.

4. (a,b) € E a un sens, mais est fausse dans la lecture retenue : aucun des éléments a, b, ¢ n’est un couple.
En revanche, (a,b) € E x E, puisque a € F et b € E.
5.0 € E a un sens, mais est fausse dans la lecture retenue : aucun des éléments a, b, ¢ n’est ’ensemble vide.

6. ) C E a un sens et est vraie. En effet, aucun élément de I’ensemble vide ne peut manquer a E : Iassertion
« pour tout z € ), x € E » est vraie.

La convention précédente est implicite dans I’énoncé. Sans elle, les réponses aux questions 2, 4 et 5 peuvent
changer. Par exemple, sia = {1}, b= 1et ¢ =2, alors £ = {{1},1,2} et a C E, puisque 1 € E. Un ensemble
peut donc étre a la fois un élément et un sous-ensemble d'un méme ensemble.

Exercice 2

1. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Donner une courte justification.
a) IreR, VyeR x+y>0
b)VeeR,Vy e R x+y>0
c)VeeR, JyeR x+y>0

2. Donner leurs négations.

Correction.

1. a) Faux. Soit z € R. Pour y = —z € R, on a z+y = 0, donc =+ y > 0 n’est pas vraie pour tous les réels
y. Cela vaut pour tout x € R : il n’existe donc aucun z satisfaisant 1’assertion.

b) Faux. Le couple x = y = 0 donne z +y = 0, et non x +y > 0.

c¢) Vrai. Soit x € R. Posons y =1 —x € R. Alors x + y = 1 > 0. Ainsi, pour tout réel z, on a construit un

réel y qui convient.
2. Les négations sont respectivement

a) Ve eR, JyeR, x+4+y<0;

b) Iz eR, IyeR, x+y<0;

c)JxeR, VyeR, z+y<O0.

Les deux premiéres négations sont vraies, comme le montrent les choix de la premiére question. La troisiéme
est fausse : pour chaque z, le choix y = 1 — x donne une somme strictement positive.



Exercice 3
Soient f, g deux fonctions de R dans R. Traduire en termes de quantificateurs les expressions sui-
vantes :

1. f est majorée.

2. f ne s’annule jamais.

3. f n’est pas la fonction nulle.

4. f n’a jamais les mémes valeurs en deux points distincts.

Correction.

1. f est majorée si
dIM e R, Vz e R, f(z) <M.

Le méme réel M doit majorer toutes les valeurs de f.
2. f ne s’annule jamais si

Ve eR, f(z)#0.

3. Dire que f est la fonction nulle signifie que, pour tout € R, on a f(z) = 0. En niant cette assertion, on
obtient

Jz eR, f(z)#D0.

4. Deux points distincts ont des images distinctes si

VeeRVyeR, (z#y = f(x)# f(y)).
C’est une formulation de 'injectivité de f.

« Ne jamais s’annuler » est plus fort que « ne pas étre la fonction nulle ». Par exemple, la fonction = — x
n’est pas la fonction nulle, mais elle s’annule en 0.

SUuJET E

Exercice 1
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1L.VxeR,IyeR, > <z
22dr e RVyeR, z>2y—1

Correction.
1. Faux. Prenons z = —1. Pour tout 4y € R, on a 2 > 0 > —1 = z. Il n’existe donc pas de réel y tel que
y? < x pour ce choix de x.
2. Faux. Montrons sa négation :

VeeR,IyeR, z<y-—1.
Soit € R. Posons y = x+2. Alorsy € Ret y—1 = x4+ 1 > x. Ainsi, aucun réel x ne peut vérifier x > y—1
pour tous les réels y.



Exercice 2
Représenter graphiquement les sous ensembles de R? suivants :

LAy ={(z,22)/ 22 0t U{(z,y)/ —1<y<1}

2. 4 ={(z,y)/ y Zz z} N {(z,y)/ (x —1)*+ (y —1)? < 1}

Correction. Une réunion correspond au connecteur « ou » : il suffit d’appartenir & I'un des deux ensembles.
Une intersection correspond au connecteur « et » : les deux conditions doivent étre satisfaites simultanément.

1. L’ensemble {(z,2z)/x > 0} est la demi-droite d’origine (0,0), incluse, portée par la droite d’équation
y = 2x et dirigée vers les abscisses positives. L’ensemble {(x,y)/ —1 < y < 1} est la bande horizontale
comprise entre les droites y = —1 et y = 1, frontiéres incluses.

Ainsi, A; est la réunion de cette bande et de cette demi-droite. La portion de la demi-droite correspondant

ald<r< % est déja dans la bande ; au-dela de (%, 1), on ajoute seulement la demi-droite, et non toute une
région du plan.

2. L’inégalité (z — 1)2 4 (y — 1)? < 1 décrit le disque fermé de centre (1,1) et de rayon 1. La condition y > =
décrit le demi-plan fermé situé au-dessus de la droite y = x.

Cette droite passe par le centre du disque. L’ensemble Ay est donc le demi-disque situé du coté y > x,
arc de cercle et diameétre inclus. Par exemple, (1,2) lui appartient, contrairement a (2,1).

La Figure [2| représente les deux ensembles. Les zones bleues et les traits bleus pleins appartiennent aux
ensembles ; les pointillés gris servent seulement a la construction.

Ensemble A; Ensemble A,

He

M= ===

H=

FIGURE 2. A gauche, une bande réunie 4 une demi-droite ; a droite, I'intersection d’un disque
et d’'un demi-plan.

Exercice 3

Soient A et B deux sous ensembles de R. Ecrire & I'aide de quantificateurs 1’assertion suivante, ainsi
que sa négation.

1. Si A est minoré, alors A est inclus dans B.
Correction. L’assertion s’écrit
(ImeR,Vae A, m<a) = (Ya€ A, a€ B).
La négation est ainsi
(HmER, Ya € A, méa) et (HaoeA, aogéB).
Autrement dit, A est minoré et posséde au moins un élément qui n’appartient pas a B.



SUJET F

Exercice 1
1. Ecrire a l’aide de quantificateurs I’assertion suivante puis la démontrer :
L’ensemble des entiers relatifs 7. n’est pas un intervalle de R.

2. Soient A un sous-ensemble majoré¢ de R et B = {z+1/x € A}. Démontrer que B est majoré.
3. Démontrer I'inégalité triangulaire : Vo € R,Vy € R, |z + y| < |z| + |y|.
4. Soit f: R x [0,1] — R la fonction définie par f(z,y) = x + y. Démontrer que f est surjective.

Correction.
1. L’assertion « Z n’est pas un intervalle de R » s’écrit
Jda€eZ,FbeZ,HeR, a<t<bett¢Z

En effet, c’est la négation de la propriété caractérisant un intervalle : tout réel situé entre deux de ses
éléments appartient encore a ’ensemble.

Prenonsa=0,b=1ett = % Alors a,b € Z,t € R, a <t < b, mais t ¢ Z. L’assertion est donc vraie : Z
n’est pas un intervalle de R.
2. Comme A est majoré, il existe M € R tel que, pour tout a € A, on ait a < M. Montrons que M + 1
majore B.

Soit b € B. Par définition de B, il existe a € A tel que b=a+ 1. Onadonc b =a+ 1< M + 1. Ainsi,
tout élément de B est inférieur ou égal au méme réel M + 1, ce qui prouve que B est majoré.
3. Soient x,y € R. Par définition de la valeur absolue,

“lel <z <zl et —yl<y <yl
En additionnant ces encadrements, on obtient
=zl +lyl) <z +y < [z + [yl

Pour un réel u et un réel r > 0, encadrement —r < u < r équivaut a |u| < r.

Comme |z|+ |y| = 0, on en déduit |z + y| < |z| + |y|. Cela démontre I'inégalité triangulaire pour tous les
réels z,y.
4. ’ensemble de départ est ici un produit cartésien. La surjectivité signifie que

Vte R, I(z,y) e Rx[0,1], z+y=t.

Un antécédent est donc un couple (z,y). Pour que ce couple appartienne a ’ensemble de départ, il faut
vérifier que x € R et que y € [0, 1].

Soit ¢ € R. Prenons (z,y) = (¢,0). Comme ¢t € R et 0 € [0, 1], ce couple appartient bien & I’ensemble de

départ. De plus, f(¢,0) =t + 0 = t. Ainsi, tout réel ¢ posséde au moins un antécédent par f. L’application
f est donc surjective.
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