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Durée 2h ou 2h40 pour 1/8 temps.
Aucun document n’est autorisé. Les calculatrices et les téléphones, méme a titre d’horloge, sont également interdits.
Les exercices sont indépendants. Toutes les réponses doivent étre soigneusement justifiées.
Total sujet : 38.5pt. Le baréme est uniquement fourni a titre indicatif.

Total : 37.5 =7 + 4 + 11.5 + 8.5 + 6.5

Exercice 1 (Melting pot) (7pt)
Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Effectuer les représentations graphiques demandées ci-dessous. Pour cette question uniquement, aucune
justification n’est attendue mis & part les éléments de construction ou calculs que vous jugerez utiles a la
compréhension.

a) Représenter dans le plan complexe le cercle trigonométrique et y placer les nombres complexes 21, 29, 23, 24, 25
suivants : 21 = emTﬂ, 2o = —21, 23 = 1°, 24 = e%, zZ5 = Z4.
b) Représenter dans le plan complexe I’ensemble suivant A = {z € C/Re(z) =2}U{z € C/ Im(z) = —1}.
c) Repreésenter le graphe de la fonction arctan.
d) Représenter le graphe d’une fonction décroissante et minorée.
2. Soit 'application f : R — R que 'on suppose strictement croissante. Montrer que f est injective.
3. Soit la suite (up)nen définie par
n" + cos(n)
R
2
n

On considére de plus une suite (v, )nen satisfaisant pour tout n € N, v, > u.

VneN, wu,=

a) Déterminer un équivalent le plus simple possible de la suite (up)nen-
b) En déduire les limites éventuelles de (up)nen €t (vn)nen.

Exercice 2 (4pt)
Soient g €]0,1[ et M > 0. Soit (ax)ren une suite telle que pour tout k& € N, aj € [0, M]. On considére alors
n

la suite (uy)nen définie pour tout n € N par u,, = Z arq”.
k=0
1. Montrer que la suite (uy)nen est croissante.

n
2. a) Soit n € N. Donner la valeur de Z ¢~
k=0

M
b) En déduire que pour tout n € N, u,, < 1o
)
3. Montrer que la suite (u,)pen converge. On note ¢ € R sa limite.
M
4. Montrer que 0 < £ < T
—q
Exercice 3 (8.5pt)
Soit f:x+— \/:Ee_%.
1. Déterminer le domaine de définition naturel de f.

2. a) Quelle est la limite de f en +00?
b) Donner un équivalent le plus simple possible de f en +oo.

3. Montrer que f est dérivable sur R en précisant bien les régles utilisées pour la justification et calculer sa
dérivée sur R% . En déduire sa monotonie.

4. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On notera g le prolongement par continuité obtenu.
On prendra soin de définir précisément g.
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5. Montrer que g est continue sur R;.

6. En étudiant le taux d’accroissement de g en 0, montrer que la fonction g est dérivable en 0. Donner ¢'(0).

Exercice 4 (11.5pt)
On consideére la suite (uy,)nen définie par

1. Calculer u; et us.
2. Montrer que pour tout n € N, 0 < up, < 4.

3. On considére la fonction

a) Justifier que f est dérivable sur [0, 4].
b) Etudier les variations de f sur [0, 4].
¢) En déduire, par récurrence, que la suite (uy,)nen est croissante.

4. Montrer que pour tout n € N

1
[unt1 — 4 < Z‘Un — 4.

5. En déduire que, pour tout n € N
1
gn—1"
6. Montrer, uniquement a ’aide de la définition de la convergence d’une suite, que la suite (4,1%1)”
vers 0.

[un — 4] <

€N converge

7. En déduire que la suite (up)nen converge et déterminer sa limite.

8. Uniquement gréice aux résultats des questions [2.| et prouver de nouveau la convergence de (up)nen €t
déterminer sa limite.

Exercice 5 (6.5pt)
Soient n € N*, w € C tel que |[w| =1et P = X" —wX +1 € C[X].

1. Déterminer le polynéme dérivé de P.

2. On veut montrer que P ne peut admettre que des racines simples dans C. On suppose par ’absurde que
P admet une racine de multiplicité m € N* avec m > 2 et que 'on note o € C.

a) Justifier que n > 2.

n 1
b) Montrer que « = ——w puis que " = ——.
n—1 n—1
¢) Conclure.
3. a) Justifier que P =a(X —a1)(X —a2)--- (X —ayp) ot a,aq,...,q, sont des nombres complexes.

b) Préciser la valeur de a.
¢) Montrer que pour tout ¢ € {1,...,n}, pour tout j € {1,...,n},i# j = a; # .



