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Controle terminal, lundi 6 janvier 2025

Durée 2h ou 2h40 pour 1/3 temps.
Aucun document n’est autorisé. Les calculatrices et les téléphones, méme a titre d’horloge, sont également interdits.
Les exercices sont indépendants. Toutes les réponses doivent étre soigneusement justifiées.

Exercice 1 (10pt)
Soient P = X(X —2)(X +1+iv3)(X +1—iv3) et Q = X (X +i1502)(X +i1-4). Posons T = P +Q.
1. a) Quelles sont les racines de P et de Q7
b) Mettre les racines de P et @ sous forme exponentielle.
2. Développer P et O, puis en déduire que 7' = X* + X3 + %X?

3. a) Calculer 7. Donner une racine évidente de T" ainsi que sa multiplicité (en justifiant).

b) Donner finalement toutes les racines de 7.

Correction
10 = (1 +2) + 1.5 + (1.5 + 4)

1. a) P et Q étant sous forme factorisée, on obtient que les racines de P sont : 0, 2, —1 — /3, —1 +i\/3

et celles de @ sont : 0, _i1+\>/§@’ —ilf\/‘/g% (1pt).

Commentaire post-correction des copies. Attention de ne pas oublier la racine : 0. On a

P=(X—-0)(X—-2)(X+1+iV3)(X +1—iV3).

b) Notons z1, 22, 23, 24 les racines de P dans l'ordre donné par la précédente question et wi, wq, ws celles
de Q.

Alors ces nombres complexes écrits sous forme exponentielle sont :
=0, =2, 23 =2 (—% - z@) — 2™ 2 =2 (—% n zé) = 2% (1pt),

—w1 =0, wp = Hi\/‘/g%(—i) = %e%, w3 = ‘/%li = ‘/%le% (car v/65 > /64 =8 > 1) (Ipt).

Commentaire post-correction des copies. Des difficultés pour mettre ces nombres complexes
sous forme exponentielle, particuliérement wy et ws. Le lien entre la position géométrique
d’un nombre complexe et son écriture sous forme exponentielle n’est pas acquis pour tout
le monde. Il n’était pas nécessaire par exemple de calculer le module de ws. Il suffisait de

remarquer que ws = i avec o = 7”’\}:1 > 0, donc w3 est un nombre complexe sur 'axe des
C

in
2

imaginaires purs avec une partie imaginaire positive. Donc ws = ae
2.0na P =X(X—2)(X — 23)(X — z4) avec z3 et z4 conjugués I'un de l'autre, donc
P=X(X—-2)(X%-2%Re(23)X + |z]*) = X (X —2)(X?+2X +4) = X* —8X (0.75pt).

Puis

1 1— '
Q=X <X2 + <2z‘\/§) X - 865> =X*+ %)@ + 8X. (0.75pt)

el T — _ y4 3, i y2
AinsiT=P+Q=X"+X +\}§X'



3. a) Ona T =4X3 +3X%+iv2X (0.5pt).
Comme T ne contient pas de terme constant, 0 est une racine de T. C’est également le cas de T”, donc 0
est au moins une racine double de T. Or T" = 12X2 + 6X + i1/2, donc T"(0) # 0, donc 0 est racine de
multiplicité 2 de T (1pt).
Autre justification : on a la factorisation 7' = X?(X? + X + #2) donc 0 est racine double de T' car 0 n’est

_ V2
pas racine de X2 + X + ﬁ (dont le terme constant est non nul).
b) 4pt | |
OnaT=X*(X2+X+ ﬁ) Posons S = X2+ X + ﬁ Le discriminant de S est A = 1 — 2/2i. 1l faut

calculer une racine carrée complexe de A € C. On ne sait identifier une forme exponentielle usuelle de A.
On utilise done la méthode dite "arithmétique". Remarquons que |A] = 3. Soit a,b € R. On a

A=(a+ib)? & 1-2V2i=ad>—b*+ 2abi,

1=a®-0?
& 3=a®+0b?
—2v/2 = 2ab.
La deuxi¢me ligne provenant du fait que 3 = |A| = |a + ib|> = a® + b?. En sommant les deux premiéres

lignes et en retranchant la premiére dans la seconde on obtient finalement que

2 =a?,
A= (a+ib)? & 1 =02 & {Z—\/l_, ou {Z_ V2

—V/2 = ab.
Ainsi une racine carrée de A est 6 = v/2 — i et donc les racines de S sont

—1-6 —-1—-+2 i —146 =142 i
’,"1: g -l—— et T2: — a
2 2 2 2 2 2

Ainsi les racines de T sont 0 (multiplicité 2), r1 et ro.

Exercice 2 (6pt)
Pour chacune des suites définies & partir des termes généraux suivants, vous fournirez le domaine de définition,
un équivalent le plus simple possible et la limite (si elle existe).

1. up, = cos(n)n — n?. 3. w, = (—1)" + 1.

-3 n71_22n+2
2.0 = 111(277,) - \/ﬁ 4. zp = ( n—)‘rsin(n)-H
Correction

6 =125+ 1.5+ 1.25 + 2

Commentaire post-correction des copies. Enormément d’erreurs dans cet exercice concernant
le domaine de définition des suites proposées. Une suite, par définition, c¢’est une fonction de
N (ou d’un sous ensemble infini de N comme N* ou N\ {0, 1} etc...) a valeurs dans R ou C.
Il est donc totalement faux de dire que le terme u,, est définie pour tout n € R : cela ne fait

aucun sens car u, est vu que le terme d’une suite.

Beaucoup de confusions également dans I’ensemble du sujet concernant le fait d’assimiler une
fonction f ou une suite u a leur évaluation en un z ou un n. Par exemple il a énormément
"ou "la fonction f(x)".

été écrit des choses fausses comme "la suite u,,'

1. Le terme u,, est défini pour tout n € N(0.25pt). On a cos(n) = o (n), donc u, = —n?+ o (n?)
n—-+00 n—r—+oo
et donc u, ~ —n? Comme —n? — —oo, on adoncu, — —oo(Ipt).
n—+oo n——+o0o n——+00
Autre justification de I’équivalent : on a u, = —n? (1 — Coé(”)), orcos(n) = o (n),donc M5 — 1,
‘ n n—-+oo ' % n—+4o0
dott u,, ~ —nZ.
n—-+00



2. Comme In est définie sur R*, le terme v, est défini pour tout n € N* (0.5pt). Par croissance comparée,
onaln2n) =In(2)+In(n) = o (yn),douv,=—-/n+ o (yn)etdoncu, ~ —y/n. Comme
n——+00 n—-+00 n—-+00

—y/n — —oo, on adoncv, — —oo(lpt).
n—-+oo n—-+oo

3. Le terme wj, est défini pour tout n € N*(0.25pt). Ona L = o ((=1)"), donc w, ~ (—1)". Ainsi,
n—-+00 n—-+0o

si (wn)nen+ admettait une limite (finie ou infinie), alors ce serait aussi le cas de la suite ((—1)")pen. Or
cette derniére n’admet pas de limite. Donc c’est également le cas de la suite (wp)nen+ (1pt).

4. Pour tout n € N*, n+sin(n) + 1 > n > 0 et cette quantité vaut 1 en 0, donc elle ne s’annule pas sur N.
Par conséquent le terme y,, est défini pour tout n € N (0.5pt).

On a pour tout n € N, 222 = 471 or (=3)""1 = o (4"*1) donc (=3)"~1 — 222 ~ 4t
n—-+oo n—+00
Puis sin(n)+1= o (n),doncn+sin(n)+1 ~ n.D’ou par quotient d’équivalents, on obtient que
n—-+o00 n—-+40o
Yn ~ —%4”“ (Ipt). Par croissance comparée, on obtient que y, — —o0 (0.5pt).
n—+400 n—+400

Exercice 3 (9.5pt)
Pour tout n € N*, on consideére la fonction f, : [0,1] — R telle que pour tout = € [0,1], fu(z) = 2™ + =.
1. Soit n € N*.
a) Montrer qu'il existe z € [0, 1] tel que fp(z) = 1.
b) Montrer que f, est strictement croissante sur [0, 1]. En déduire qu’il existe un unique z € [0, 1] tel que
fn(x) = 1. Désormais, on note cet élément x.,.
c¢) Montrer que z,, €]0,1[.

2. On a donc construit une suite (z,),en+ telle que pour tout n € N*
Ty €]0,1] et fo(z,) = 1.

a) Pour tout n € N*, montrer que 2" + z,, < 27 + x,, et en déduire que fr11(7p) < frr1(Tni1)-

b) En déduire que (xy,)nen+ est strictement croissante.

¢) En déduire que (x,)nen+ converge vers une limite notée ¢ € [0, 1].
3. On admet que pour tout n € N*| x,, < £. Bonus (hors baréme) : le démontrer en utilisant la définition de
la convergence d’une suite.

a) On suppose par 'absurde que ¢ < 1. Montrer que z]' + x, T L.
n—-+0o0o

b) Conclure alors sur la valeur de ¢. Indication : on pensera a utiliser le fait que pour tout n € N*,

fn(zn) =1.

Correction
9.5 = (1 +1.25+0.5) + (1.5 + 0.75 + 1.5) + (2 + 1)

1. a) La fonction f,, est continue sur [0, 1] car polynomiale. De plus f,(0) = 0 et f,(1) = 2, donc f,(0) <
1 < fn(1), ainsi par continuité de f,, sur [0,1] et le théoréme des valeurs intermédiaires il existe x € [0, 1]
tel que f,(x) =1 (1pt).

b) La fonction f, est dérivable sur [0,1] car polynomiale et pour tout = € [0,1], fi(z) = na™ 1 +1 >
1 > 0, d’ou f, est strictement croissante sur [0, 1] (0.75pt). En particulier f,, est injective sur [0, 1], donc
lantécédent de 1 par f, trouvé a la question précédente est unique (0.5pt).

c) Onax, #0car f,(0)=0<1et x, #1car fr,(1) =2> 1, dou z,, €]0,1[(0.5pt).

2. a) Soit n € N*. On a 0 < x, < 1, donc en multipliant cette inégalité par 7 > 0, on obtient z7+1 < a7
et donc finalement 27! + z,, < 27 + x,, (0.75pt).
On a donc fy41(zn) = 22 + 2, < 27 + 25y, or par définition 27 + 2, = fu(zn) =1 et 1 = for1(Tnr1),
d’ou finalement fy,11(xy) < frt1(zn+1) (0.75pt).
b) Soit n € N*, on a montré que f,4+1(zn) < fnt1(Tns1). Sipar absurde x,, > x,41, alors comme f, 11 est
strictement croissante sur Ry on a fr41(2,) = foy1(n41) ce qui est une contradiction. D’ott z,, < Zp41.
Et donc (xy,)nen+ est strictement croissante (0.75pt).



c) La suite (x,)pen+ est strictement croissante et majorée (par 1) donc par le théoréme de la limite
monotone elle converge (0.75pt). Notons £ € R sa limite. Comme pour tout n € N*, on a 0 < z,, < 1, par
passage a la limite dans ces inégalités, on obtient 0 < ¢ < 1(0.75pt).

3. (+3pt)Démonstration du bonus. Supposons par I'absurde qu’il existe N € N* tel que xx > £. Alors pour

tout n > N 42, comme (x,)nen+ est strictement croissante, on a x, > xyy1 > xy = L. Soit € = % On
a ainsi € > 0. Comme (z,)pen+ converge vers /, il existe N’ € Ntel que { —¢ < x,, < {+¢e = H:%
Soit n > max(N + 2, N'), alors on a a la fois z, > xy41 (car n > N +2) et 2, < zny41 (car n = N'), ce qui
est impossible. D’ou pour tout n € N, z,, < /.

< TN41-

a) On a, par hypothése, que pour tout n € N*, 0 < z,, < £. Donc, pour tout n € N*, par stricte croissance
dexz € Ry — 2™ onal <zl <" Or comme ¢ € [0, 1], " —J>r 0, et par conséquent par le théoréme
n—-+0oo
des gendarmes on obtient que x¥ —+> 0 (1.5pt). De plus on sait que (z,)nen+ converge vers £, donc par
n—-+0oo
sommation de suites convergentes, on obtient que z] + x,, —+> £(0.5pt).
n—-+0oo
b) On a pour tout n € N*, 1 = f,(zy,) = z + x,. Donc la suite (z]! + =y )nen+ converge vers 1 (puisque
c’est une suite constante valant 1). Par unicité de la limite et d’aprés la précédente question, on obtient

que ¢ = 1. Or on avait supposé que ¢ < 1. Contradiction. D’otu £ > 1. Comme on sait que ¢ € [0, 1], on
obtient donc ¢ =1 (1pt).

Exercice 4 (6.5pt)
Soit f : R% — R la fonction définie pour tout = > 0 par f(z) = exp (1).
1. Justifier la dérivabilité de f et donner 'expression de f’(z) pour tout x > 0.
2. a) Soit x > 0. Montrer qu'il existe ¢ €]z, z + 1] tel que f(z) — f(x + 1) = C% exp (%)

b) En déduire que

1 1 1 1
< - )< — — .

(x +1)2 P <x+1> f@) = fle+1) 2 P (m)
Indication : on pourra faire l’étude des variations de la fonction g :t € R — t% exp (%)

c) En déduire la limite xkgloo 22(f(x) — f(z+1)).

Correction
6.5 = 1.25 + (1.5 + 2.25 + 1.5)

1. f est dérivable sur R’ par composée de fonctions dérivables sur leurs domaines de définition (0.5pt). Par
la formule de la dérivée d’une composée, on a donc pour tout x > 0

f(x) = exp <313) <—3:12> = —% exp (;) .(0.75pt)

2. a) La fonction f est dérivable sur R% donc sur [z, 2 +1] C R% donc est continue sur [z, x4 1] est dérivable

sur |z, z + 1[. Ainsi par le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]z, z + 1] tel que
1 1
flat 1)~ f) = O+ 1-2) =~ e ).

C

d’ou
F(2) - flz +1) = C—l2exp <i> (1.5pt)

b) Considérons la fonction g : t € RY — t% exp (%) qui est dérivable sur RY par produit et composée de
fonctions dérivables sur leurs domaines de définition. On a pour tout ¢ > 0

'(t) 2e ! 1e 1)1 1e ! 2+1 <0
=——exp|-|—5exp|- )| 5=—=exp| - -
g p P ) TP ) e T TP} ¢ ’

donc g est strictement décroissante sur R (1.25pt) et donc en particulier g(xz + 1) < g(c) < g(x). Or
g(c) = —=f"(c) = f(z) — f(x + 1) d’aprés ce qui précéde, donc on obtient bien que

e (_1“) < f@) ~ fo+1) < gexp (1) (1pt)

4



c) D’aprés ce qui précéde, on a montré que pour tout z > 0, on a

(mj1)2 exp <$i1> < f@) - fla+1) < %exp (i) ,

d’ott en multipliant ces inégalités par 2 > 0 on obtient

2

(z + 1) exp <$_1|_1) < 2*(f(x) = f(z+1)) <exp (i) )

Or les membres de gauche et droite de ces deux inégalités tendent vers 1 lorsque x — +o00, donc par le
théoréme d’encadrement ou des gendarmes, on a hril 2?(f(z) — flz 4+ 1)) = 1(1.5pt).
T—>r+00

Exercice 5 (5.5pt)
Soit f : R — R une fonction admettant un développement limité en 0 donné par

_ 2, .3 3
flx) =—x+32" 4+ —i—zgo(az ).

1. Que peut-on dire sur la continuité et la dérivabilité de f?
2. Rappeler le développement limité a ’ordre 3 en 0 de cos.
3. Donner le développement limité & I’ordre 3 de en 0 de f X cos.

4. Donner, si c’est possible, le développement limité & 1'ordre 3 en 0 de cosof. Sinon expliquer pourquoi ce
n’est pas possible.

5. Donner, si c’est possible, le développement limité a ’ordre 3 en 0 de f o cos. Sinon expliquer pourquoi ce
n’est pas possible.

Correction

5.6 =1 +056 +1+ 2+ 1

1. Comme f admet un DL a l'ordre 3 en 0, f admet en particulier un DL a l’ordre 1 en 0 (par troncature), d’ou
f est dérivable en 0 donc également continue en 0. De plus par identification, f(0) =0 et f/(0) = —1 (Ipt).

Commentaire post-correction des copies. Beaucoup de justification de la dérivabilité (et conti-
nuité) de f par le fait que f serait soi-disant polynomiale. Ce n’est pas le cas! La fonction
f s’approxime au voisinage de 0 par une fonction polynomiale, c’est pour cela que 'on dit
que f admet un développement limité (c’est le principe), mais cela ne dit pas que f est
polynomiale. Par exemple la fonction exponentielle admet un DL1 en 0 (méme & DL a tout
ordre en 0), e = 1+ 2z + 0,,0(x), mais la fonction exponentielle n’est bien évidemment pas
un polynéme.

Nous avons vu en classe dans le chapitre sur la dérivabilité que le fait qu'une fonction admette
un DL1 en un point a implique que la fonction est nécessairement dérivable en a (et donc

également continue en a).

2.0nacos(z)=1- % + o (23) (0.5pt).
z—0
3.0n a

2 3
= (- 248 3 _r ) = _ 2 T 03 3
f(:c)cos(a:)—( r+3z°+u —i—wgo(az )) <1 5 —i-xgﬂ(x )) x + 3z° + 5 T +xgo(a: ),
3

3x
=-z+32°+ =+ o (z°).(Ipt)
2 z—0

4.On a f(0) = 0, donc on peut utiliser le développement limité de cos en 0 et la composée de développement
limité, ce qui nous donne

cos(f(z))=1-— 1 [—x+ 322423+ o (1:3)]2 + o <[—x—i— 322423+ o (a:3)]3)
2 z—0 z—0 z—0 ’
L1 o 3 3 3
=1-5 2?23+ o (@] + o («*),
72
=1-"+32%+ o (2*). (2pt)
2 z—0



5. On acos(0) = 1, donc pour écrire un développement limité de focos en 0, il faudrait avoir un développement
limité de f en 1. Or on ne sait pas si f en admet un a cette localisation. Donc on ne peut rien dire en
létat (1pt).



