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Exercice 1
On considére la suite (u,)nen telle que ug = 0 et

1
V?’LGN, Un+1 = §(Un+1)

1. Soit £ € R. Ecrire a l'aide de quantificateurs la négation de la phrase : « La suite (uy,)nen converge vers
£».

2. a) Calculer les trois premiers termes de la suite.
b) Définir la fonction f telle que pour tout n € Ny u,11 = f(up).
c¢) La suite (up)nen est-elle géométrique 7 Arithmétique ?
3. a) Montrer par récurrence que pour tout n € N, 0 < u,, < 1.
b) Montrer que la suite (u,)pen est croissante.
¢) Soit A > 0. Montrer que la suite (v, )pen définie pour tout n € N par v, = Au,, est majorée.

Exercice 2
Soient a,b € R. On considére 'application

f: C — C
z +— az+b.
1. Montrer que f est injective si et seulement si a # 0.
2. Montrer que, de méme, f est surjective si et seulement si a # 0.
3. Soit € € R. Calculer f (ew) —f (e‘ie) et mettre cette quantité sous forme algébrique.

4. On rappelle que U est ’ensemble des nombres complexes de module 1 et iR est I’ensemble des nombres
imaginaires purs. Déduire de la question précédente que 'image de lapplication g : z € U — f(z) — f(Z) est
incluse dans iR

5. L’application g est-elle injective 7

Exercice 3
On considére le nombre complexe zy = 1 — i1/3.

1. Donner la partie réelle, la partie imaginaire, le module zj.
2. Ecrire zg sous forme exponentielle. En déduire ’argument principal de z.

3. Calculer zg’.



Exercice 4
Soit le polynéme
P = X3 +CL2X2 —|—a1X + ag,
ou ag,aq,as € C.
On note a, b, c € C les racines de P et on suppose qu’elles satisfont les relations

a+b+c=1i—1,
ab + bc + ca =1,
abc = —2.
1. Justifier pourquoi P admet 3 racines complexes.
2. Factoriser P dans C a 'aide des notations introduites dans I’énoncé.
3. En déduire la valeur des coefficients ag, a1, as.
4. Déterminer @ € C[X] de degré 2 tel que P = (X —14)Q.

5. On peut si besoin admettre dans cette question que Q = X2 + X + 2i. En déduire les racines a,b, ¢ du
polynéme P.

Exercice 5

On consideére application f : C — C telle que pour tout z € C, f(z) = %'Z‘ Les deux parties suivantes
sont indépendantes.

Partie 1.

1. Posons z = i. Représenter dans le plan complexe, les nombres z, |z| et f(z). Comment se construit

géométriquement f(z) a partir de z et |z| 7 Généraliser au cas z € C quelconque.
2. Montrer que f(R) C Ry.
3. Montrer que pour tout z € C, Re(f(z)) > 0. La fonction f est-elle surjective ?

Partie II. On considére la suite & valeurs complexes (uy)nen telle que ug =17 et

Vn €N, un—O—l:f(un):un—;‘un'

On note (ay)nen définie tout n € N par a,, = Re(uy,) et (by)nen définie pour tout n € N par b, = Im(uy,).
Ainsi, pour tout n € N, u,, = a,, + ib, avec a,, b, € R.

4. Montrer que pour tout n € N, on a |u,| < |ug|. Qu'en déduire pour la suite u ?

5. Montrer que (b, )nen est une suite géométrique dont on précisera la raison.

6. Montrer, uniquement a 'aide de la définition de la convergence, que la suite (2%)71 ey converge vers 0.

N

7. Montrer que la suite (ay)nen est croissante.

8. Montrer que la suite (ay)nen est bornée.
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