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Exercice 1.

(1) Calculer le module et 'argument de u = @ etdev=1-—1.

v/ 2 1 x
lu| = 6;— =V2etu=+v2 <\/§ — > = v/2¢7%% donc argu = —% (2m).

2 2

2 2 n
v =12 <\2[ — 2\2[> = V/2e7" donc |v| = V2 et argv = —g (2m).

(2) En déduire le module et I'argument de ¥.

_u] _ V2 u
v

u
= f—zletarg< )Eargu—arg’uz—
ol V2

(%

Exercice 2.
Trouver les racines complexes du polynome P = X3 — 3X? +4X — 2.
On remarque que P(1) = 0, donc on peut factoriser X — 1 dans P et obtenir

P=(X—-1)(X?—-2X +2).

Il reste donc a résoudre I’équation du second degré 22 —2z+2 =0, dont le discriminant
vaut A = 2% — 4.2 = —4 = (2i)? et les solutions sont 2% =1+ 1.
L’ensemble des racines de P est donc {1,1+ 1,1 — i}.

Exercice 3. Calculer les limites suivantes, lorsqu’elles existent :

(1) lim 4 Arctan(cosz) — 7 (2) lim rln(1l+ z) — sin(2?) (3) lim In(ch z)

z—0 tanx z—0 3 z—0 T

(1) Posons f(x) =4 Arctan(cosz), f est dérivable sur R et f'(x) = —4sin(z)
fa)—n f@)- fO)

tan z r—0 ‘tanx’

avec w — f’(0) = 0 par définition de f’(0) et

r—0 tanz

Or

_ 1
"1+4cos?z”

— 1 puisque tanx ~ .
z—0 x—0

4 Arctan(cosz) — 7

—0x1=0.
tanx z—0

Conclusion:

(2) Quand z — 0, on a

rIn(l+ ) —sin(a?) = = (x - “; + o(mz)) — (2* +o(2?))

= 2’ — % — 2% + o(2?)
3 3
=~ o) ~ ——



rIn(1 + x) — sin(z?) 1

donc lim = ——.

z—0 3 2

(3) Pour tout x € R, cha > 1 donc Inchz > 0 donc VInchx est bien défini. Par
ailleurs,

donc

+ 1 . . — _L
07 vaut — et la limite en 07 vaut ——5).

Conclusion:

2 \/§ z—0 2

\/ln(chx)—\/ln (1+%2+0(x2)> _ f’f_2+0(x2):ﬂ 1+o(1) ~ J=]

In(chx) ||

, quantité qui n’admet pas de limite quand z — 0 (la limite en

X x:O I\/E

1
2

n’admet pas de limite quand x — 0.

\/In(ch )

Exercice 4.

(1) Calculer le développement limité a 'ordre 3 en 0 de

1+ exp(t)
On a
1 1

1+ exp(t) 24t + L+ L4 o(t3)
1 1
2T S o)

1
L, A t+t22 t3+ ()
= - —|(z+=+= —+—=] - |z 0
2 2 4 12 2 4 2
Lt 3 N t? N 200 t? o)
g -!1]1 - —— _— _ _— 0]
2 2 4 12 4 8 8
1 t ot
= —(1-2+ o
2 ( >+ ag! )>
1 t?
= - — -4 — 3
2 1 tas o)
: 1 . . :
(2) Soit f(x) = ———~. Montrer qu’au voisinage de +o00 sa courbe représentative
1 + eXp(E)

admet une asymptote dont on donnera I’équation, et préciser la position de la
courbe par rapport a son asymptote.

En posant ¢t =1 — 0%, on obtient

T—r—+00

Mool L, L 1y_1 o1, 1
=y dr  48x3 oo ) 2 dx oo x )

La courbe représentative de f admet donc au voisinage de 400 une asymptote

(droite horizontale) d’équation y = %, et la courbe représentative de f est, au

voisinage de +00, en-dessous de son asymptote (car —ﬁ < 0).

On peut aussi dire que la courbe représentative de f admet donc au voisinage
de +00 une courbe asymptote d’équation y = % — ﬁ (il s’agit d’une branche

d’hyperbole) et la courbe représentative de f est, au voisinage de 400, au-dessus
de son asymptote (car 5= > 0).



Exercice 5. Etant donnés 3 nombres réels 1, x5, x3, on considere la fonction f définie
sur R par

f(t) = xy cos(4t) + x4 cos(2t) + 3.

(1) On suppose qu'il existe des valeurs de 1, o et x3 telles que f(t) = cos?(t) pour
t € {0,%,%}. Ecrire sous forme matricielle le systeme linéaire vérifié par les
inconnues x1, X et 3.

En identifiant f(t) = cos*(t) pour ¢t € {0,%, 2}, on obtient

f(0) = cos*(0) = 1* =1 = 1 4+ T2 + 23

f(3) = es’(f) = 00 =0 =" mn - m+ o
4

[ = eot(@) = (F) =1 =-= tom

ce qui nous donne le systeme | 1 -1 1

8

[\

I
= O =

(2) Déterminer les valeurs de x, x2 et x3 en résolvant le systeme linéaire de la ques-
tion 1 par la méthode du pivot de Gauss.

On résout le systeme comme vu en cours :

1 1 1]1
I -1 1]0
-1 0 1|1
1 1 1] 1
0 —2 0|—1 Ly~ Ly = Ln
Ly~ L3+ Ly
0 1 2|3
11 1]1 .
0103 L2Wf§L2
5
01 2|3
11 1]1
3
00 2|3
11 1]1 .
0103 Ly~ 5 Ls
3
00 132
100
0103 Ly~ Ly — Ly — Ly
00 1|2

3

7];3:8

La solution (unique) du systeme est donc x; = é, Ty =

(3) Retrouver le résultat de la question 2 en linéarisant cos?(t) a 'aide de la formule
d’Euler.
Par la formule d’Euler, nous avons
it | it
+
cos(t) = %

Par ailleurs, la formule du binome nous donne

4 4 4
(a+b)*=a*+ (1)a3b+ <2>a262 + (3> ab® +b* = a* + 4a'b + 6a*b* + 4ab® + b*.



Par conséquent,

it —it\ 4
cos*(t) = (%)
1

_ ( 4it +462it +6+4e—2it +€—4it>
((641‘16 _|_€—4it) +4(62it _|_€—2it) +6)

(2 cos(4t) + 8 cos(2t) + 6)
os(4t) + %cos(?t) + 27

ce qui correspond bien a la solution trouvée a la question précédente.

WHﬁHﬁwx

Exercice 6. Soit f: R — R la fonction définie par f(x) = In(In(x)).
(1) Trouver le domaine de définition de f, noté Dy.

Pour que f(z) soit défini, on doit avoir x > 0 pour que Inzx soit défini, mais
également Inxz > 0 (c’est-a-dire z > 1) pour que In(Inz) soit défini. On a donc

(2) Montrer que f est dérivable sur Dy et calculer f’.

On a f = goh, avec h = In qui est bien dérivable sur Dy, et g = In qui est bien
dérivable sur h(Dy) =|0,4+o00[. Conclusion: f est dérivable sur Dy et
, , , 1 1 1
Vo> 1, fle) = K(n)g (h(z) =~ =

xrInx zxlnz

(3) A laide du théoreme des accroissement finis, montrer que

(k+1) 12(k Ty S Inin(k+ 1)) = In(n(k)) < khlnk:'

Vi > 2,

Pour tout k& > 2, la fonction f est continue sur [k, k + 1], dérivable sur |k, k + 1|
donc d’apres le théoreme des accroissements finis il existe ¢ €]k, k + 1] tel que

f (lg:k++1i)—_fék) = f'(¢), Cest-d-dire In(In(k + 1)) — In(In k) = ﬁ Or comume

In est croissante,

1 1 1
< < ;
(k+1)In(k+1) " clnc = klnk

d’ott I'on déduit grace a I'égalité précédente que

1 1
< In(In(k + 1)) — In(In(k)) < :
G OmG g S Rkt 1) = (k) <
En déduire que
Vn > 2 i ! <In(ln(n+1)) —Inln(2) < Qi :
’ “—~ (k+1)In(k +1) —~ klnk
Si 'on somme pour k = 2,3,...,n 'inégalité obtenue a la question 3, les termes

centraux en In(ln k) se compensent dans la somme pour k = 3,4,...n et il reste
exactement

n

1
Z(k+1)1n(k+1) < In(ln(n +1)) = Inln(2 k:lnk:




n

1
(5) En déduire un encadrement de u,, = Z ——, puis un équivalent de w,,.

p klnk

Que vaut lim wu, ?
n—-+o0o

L’inégalité précédente se réécrit

n+1 1 n 1
< In(l 1)) —Inln(2) < ,
g S (e +1) —Inin(2) K ink
k=3 k=2
ou encore
1 1
Uy, + < In(In(n+1)) —Inln(2) < wuy,.

(n+1)In(n+1) 2In2
On en déduit (en isolant les deux inégalités de cette double inégalité) que

1 1

In(In(n+1)) = Inln(2) < uw, < In(In(n+1)) —Inln(2) — T D 1) + IR

De chaque c6té, le terme qui s’ajoute a In(In(n+1)) est borné (car ( —0),

1
n+1)In(n+1)
donc négligeable devant In(In(n + 1)) (qui tend vers U'infini) :

In(In(n 4+ 1)) + o(In(In(n +1))) < u, < In(In(n+ 1))+ o(ln(In(n + 1)))

et en divisant par In(In(n 4 1)) on obtient

Unp,

LHoll) S T+ 1)

< 1+4o(1).
Par le théoreme des gendarmes, on en déduit que ln(lnl(i—;zl—f—l)) — 1, c’est-a-dire que

u, ~ In(In(n+1)).

n—4o00

On peut alors remarquer (bonus) que
In(In(n+1)) =1In (lnn + In(1 + %)) =In(Inn+o(1)) =Inlnn+1In(1+0(1)) ~Inlnn,
et donc que u, e Inlnn (qui est un équivalent plus simple que le précédent).

A partir de 'équivalent, ou bien de I'inégalité In(In(n + 1)) — Inln(2) < u,, on

déduit directement que lim wu, = +o00.
n—-+00

Exercice 7. Soient a et b deux réels strictement positifs. On considere les deux suites
(u,) et (v,) définies par uy = a, vg = b et les récurrences
Uy + v 2
VneN, unpy = n2 -, Unt1 = 17— 1

Un Un

(1) Montrer par récurrence que u, > 0 et v, > 0 pour tout n € N.

Initialisation: ug > 0 et vy > 0 par hypothese sur a et b
Hérédité: si u, > 0 et v, > 0, alors w, + v, > 0 donc u,; > 0, et de plus
t+vin>()doncvn+1>0.

On a donc montré par récurrence que Vn € N, u,, > 0 et v,, > 0.

(2) Exprimer u,,1 — v,41 en fonction de u, et v,. En déduire que v, < u, pour tout
n > 1.



En réduisant au méme dénominateur on obtient, pour tout n > 0,

Uy + Uy, 2
Up+1 — Uny1 = 9 T T 1

Un Un

(U + vp)? — 4dunv,
2(up, + vp)

(U — vy )?

2(ty + vy)

Le résultat obtenu est positif (le numérateur est un carré, le dénominateur est
positif d’apres la question 1), donc v,.; < wu,q1 pour tout n > 0, c¢’est-a-dire
v, < u, pour tout n > 1.

(3) Calculer w, 1 — u, en fonction de w,, et v,. En déduire que (u,,) est décroissante.
Uy — U
On a, pour tout n > 0, Upi1 — U, = % avec v, — U, < 0 pour n > 1

(question 2), donc (uy,),>1 est décroissante.
(4) Montrer de méme que (v,,) est croissante.
On a, pour tout n > 0,
2 o 2u'rLU’rL - U’IL(u’fL + Un) o U'rL(un - Un)

Un41 — Un = —Up = - >
L4 L Up, + Uy Up, + Uy

Un Un

et cette quantité est positive si n > 1 (question 2), donc (v,,),>1 est croissante.

(5) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont convergentes, puis qu’elles ont la méme
limite (notée L).
La suite (uy)n>1 est décroissante et minorée par 0 donc converge. La suite (v,,)n>1
est croissante et majorée par u; (car v, < u, < uj) donc converge. Si l'on appelle
U et V les limites respectives, de u, 1 = %(un + v,) on tire en passant a la limite
que 2U = U 4+ V, c’est-a-dire U = V.

(6) Exprimer w,1v,.1 en fonction de w,, et v,. En déduire I'expression explicite de L

en fonction de a et b.
Uy, + Uy 2
T 1
2t

constante). En passant & la limite dans cette égalité, on obtient L? = ab, soit

L = ab.
2
(7) En déduire que T <Vab < a

a b
Comme (uy)n>1 est décroissante et converge vers L, on a L < w;. De méme,

comme (Un)n>1 est croissante et converge vers L, on a v, > v;. En remplacant,
dans l'inégalité vy < L < ug les termes uy et v; par leur expression en fonction de
a et b, on obtient exactement

2
T 1<Vab§a+b.
aTh

On a Uy 1V, = = UpVy, donc u,v, = ugvg = ab (la suite est

(inégalité des 3 moyennes).

Exercice 8. Soient ay, ag, ...a, des réels tous distincts. On note D = R\ {ay,aq,...a,}
et on considere 'espace vectoriel E des fonctions définies sur D. On considere également
le polynome Qo = (X — a1)(X —ag) ... (X — a,).
(1) Quel est le degré de Qg 7
Le terme dominant de @)y est X", donc Qg est de degré n.

P
(2) Montrer que F' = {x > Q(—f)), PeR,4[X ]} est un sous-espace vectoriel de E.
o\T

On a clairement F' # () et F' C E. Par ailleurs, soient f; = %, Ja = % e F



()61P1+()52P2

Qo
(R, [X] est un espace vectoriel).
Conclusion: F' est un sous-espace vectoriel de E.

et a,an € R, alors agfi1 + asfo = € F car oy P + o Py € R, [X]

Montrer que F' est de dimension n et exhiber une base de F.

Posons f;(x) = 502;) pour 1 <i < n. On a clairement f; € F, et (f;)i<ci<n €st par
construction génératrice de F puisque R,,_1[X] = Vect (X 1)1<icn)-

x

Par ailleurs, si Zaz fi =0, alors

\V/ZL' G D QO )Z CVZfZ(ZL') - ZOJi$i_1 == 0,
i=1 i=1

ce qui n’est possible que si a; = 0 pour tout 7 (un polynéme non nul ne peut avoir
un nombre infini de racines).

Conclusion: (fi)i<1<n est une famille libre (et génératrice de F'), donc c’est une
base de F', qui est donc de dimension n.

Soit f =) Aibi, olt bi(x) =

i=1

= Z Aibi(x), alors
i=1

r —aj 1 sijg=1
x—a; v»a; | 0 sij#i(car on a alors a; # a;)

. Calculer, pour tout j, lim (x — a;) f(z).
T — (Il T—a;

(x — aj)bi(z) =

Par addition des limites, on a donc lim (x — a;) f(x) = A; pour tout 1 < j < n.
T—a;

En déduire que (b;)1<i<n est libre, puis que c’est une base de F.

n

De la question précédente, on déduit que si f = Z Aibi = 0, alors \; = 0 pour
i=1

tout 1 < j < n. Ceci montre exactement que (b;)1<i<n est libre.

Comme par ailleurs F' est de dimension n et que les b; sont des éléments de F (en

P
effet b;(x) = 0 (( avec P; = H —a;) € R,_1[X]), on en déduit que (b;)1<i<n
J#i

est une base de F.

Montrer qu’il existe des réels A, Aa, ..., A\, tels que

z" ;
Ve e D, =1+ —
(x —ay)(x —az)...(x —ay,) ;x—ai

n

x

Qo(x) Q (w)’

se compensent). Par conséquent, g € F' et comme (b;)1<;<, est une base de F', on
n

Posons ¢(z) = —1. Onag(z) = ou P € R,,1[X] (les termes en X"

peut trouver \j, Ao, ..., A\, € R tels que g = Z Aib;, c’est-a~dire
i=1

n n

veeD, (x—al)(x—ag)...(:v—an)_12236—@2-'

i=1




