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Correction

Exercice 1. Soit z = \/2+\/§—i\/2—\/§.

1) Calculer 22 sous forme algébrique, puis sous forme exponentielle.
g

2 = (\/2+\f—¢\/2—ﬂ>2
= \/2+\/§2+¢2\/2J§22¢\/2+\/§\/2\/§
= 2+f—(2—¢§)—27;\/(2+¢§)(2—f2)

— /2 —2i\/22 - V2
= 22— 2iV2.

o

On a donc |2?| = \/(2\/5)2 +(=2v2)2 =4 et 22 = 455 =de”
(2) En déduire le module et I'argument principal de z.
s i 2 4T i
Onaz?=4e 1 = <2€’?) ,donc z =2e"s ouz=—2¢" 5.

Comme Re(z) = v/2+v2 > 0et cosZ > 0 (car 0 < T < Z), on en déduit que

8 8
z= 26’%, donc |z| = 2 et I'argument principal de z est —.
Exercice 2. On définit la fonction f : C — C par f(z) = ~— =2
xercice 2. n définit la fonction f : ar f(z) = ————.
P 1— (1+2i)2

(1) Déterminer pour quel complexe z la fonction f n’est pas définie. On le mettra
sous forme algébrique.
La fonction n’est pas définie quand 1 — (1 + 2i)z = 0, c’est-a-dire quand

1 1—2 1
z = - = — = —
1+2i 12422 5




(2) Montrer que si |z| =1, alors |f(2)] = 1.

Si |z] =1, alors

e 0G0 )
T (1—(1+2i)z2)(1— (14 2i)z)
_ (z—(1=20)(z— (1+20))=
(1= (142i)2)(1—(1-2i)z)z
(z— (1= 20)) (22 — (1 + 2i)2)
(1—(142i)2) (2 — (1 — 2i)z2)
_ (z— (1 —20)) (1 — (1+2i)z) (car 22 = 1)
(1—(1+2i)z) (2 — (1 —20))
— 1
done |f(2)] =
Exercice 3. Calculer explicitement, pour § € R, ¢ € R\ 7Z et n € N, la valeur de
Sy = "i cos(0 + 2k¢).
n—1 k=0
On écrit S, = Zcos(é’ + 2kep)

n—1
= Re (Z ei9+2ikgo>

—) (le dénominateur ne s’annule pas car ¢ & 7Z)

e ==) |

= Re (eie?m“"(e""@ - em)>
[
[

ev(em% — ei¥)

O+(n—1)¢) —2isin(ny)
—2isin(p)

i(04+(n—1)p) Si(n)
~sin(yp)
o sin(ny) Re (ei(9+(n—1)<p))
in ()
sin(nep)

= Snlp) cos(f + (n—1)p).




Exercice 4. On considere le polynéme P = X* +2X3 — 2X2 4 8.

(1)

Rappeler la définition d’une racine de multiplicité m d’un polynome.

Un nombre complexe « est une racine de P de multiplicité m € N* si on a

P(a) = P'(a) =...= P V(a) =0 et P™(a) # 0.

Calculer P’ et déterminer ses racines. En déduire la valeur de l'unique racine
double de P (notée r dans la suite).

Ona P =4X3+6X% —4X

P(z)=0&z=00u2s?*+3z—2=0.

Le trinéme 2X? + 3X — 2 a pour discriminant A = 9 + 16 = 52 et pour racines

—3+5
2

Ona P0)=8#0,P(3) =% +73—3+8#0, et P(—2) = 0. Par ailleurs,
P" =12X? + 12X — 4 et P"(—2) =20 # 0, donc —2 est de multiplicité 2 (racine
double).

Conclusion: I'unique racine double de P est —2.

, Soit % et —2. Les racines de P’ sont donc —2, 0 et %

Déterminer le polynome R tel que P = (X — )R, ol r est la racine double de P
trouvée a la question précédente. On peut écrire P = (X + 2)*(X? +aX +b), ou

a et b sont des coefficients a déterminer. En développant, on obtient

P = (X?4+4X +4)(X* +aX +b)
= X'+ X%(a+4)+X?(4+4a+b) + X(4a + 4b) + 4b,

d’olt I'on déduit @ = —2 (coefficient de X?), b = 2 (coefficient constant), et on

vérifie que les autres coefficients coincident alors, c¢’est-a-dire que

P=(X+2*X*-2X +2).

En déduire toutes les racines de P (dans C), puis écrire P sous forme complétement

factorisée. Le trinome X2 —2X + 2 a pour disciminant A = 4 — 8 = (2i)?, et pour

2+24
2

1—7et 1+

racines , s0it 1 47 et 1 — 4. Les 4 racines de P sont donc —2 (multiplicité 2),

Autrement dit, P se factorise sous la forme

P=(X+2*X—-1—-4)(X—1+1).



Exercice 5. Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On considere les deux suites
(u,) et (v,) définies par uy = a, vg = b et les récurrences

Uy, + Up,
Vn € Na Un+1l = A/ UnpUn, Upyl = —(F -

2
(1) Montrer par récurrence que pour tout n € N, u,, et v,, sont bien définis et stricte-
ment positifs.
Soit (H,) la propriété: “u, et v, sont bien définis, et u, > 0, v, > 07,
e (Hy) est vraie car ug = a > 0 et vg =b > 0.
e Si (H,) est vraie pour un certain n € N, alors u,v, > 0 donc /u,v, est
bien définie, et par conséquent u,.; aussi (et évidemment, v, aussi). Par
ailleurs, u,+1 > 0 (car u,v, # 0) et v,41 > 0, donc (H,,11) est vraie.

Conclusion: par récurrence la propriété (H,) est vraie pour tout n € N.

(2) Exprimer u?; — 02, en fonction de u, et vy, et en déduire que u,, < v, pour tout
n € N.

Pour n € N, on a
Uy, + V. 2
2 2 o 2 n n
Upy1 = VUpp1 = VUUp — ( 9 )

1
= UV, — Zl(ui + vi + 2u,v,)

On a donc uZ,; —v2 4 <0, cest-a-dire (U1 — Vpi1)(Unt1 + Vpt1) < 0. Comme

Upt1 + Upe1 > 0, on en déduit que w11 — vy < 0.
On a donc u, < v, pour tout n > 1, et la propriété est encore vraie pour n = 0

car a < b.

(3) Calculer =+ en fonction de uy, et v,. En déduire que (u,) est croissante.

Un 41
Un,

On a, pour tout n € N, = /> = 1 puisque v, > u,. Par conséquent,

Upt1 = Uy, pour tout n, ce qui prouve que (u,) est croissante.

(4) Calculer v,41 — v, en fonction de u, et v,. En déduire que (v,) est décroissante.

On a, pour tout n € N, v,y1 — v, = %(un — v,) < 0 puisque u, < v,. Par

conséquent, v, 41 < v, pour tout n, ce qui prouve que (v,) est décroissante.
(5) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont convergentes, et qu’elles ont la méme
limite.

La suite (v,) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge vers une certaine



limite L > 0. De plus, on a pour tout n € N, 2v,,1 = wu, + v,, c’est-a-dire

Up = 20,41 —V,. Comme v, — L, on a également v,,.; — L donc u,, - 2L—L = L.

Exercice 6. Pour chaque suite (u,,) définie ci-dessous, calculer un équivalent (le plus

simple possible) de w,,, puis déterminer la limite (ou justifier 'absence de limite) de (uy,).

(1) u, = n? (Inn — nl/lo)

Par croissance comparée, Inn = o(n'/1%) donc Inn — n'/*% ~ —n/10,

Par multiplication des équivalents, on a donc w,, ~ —n2.n!/10 = —p21/10
et u, - —o0

In (n +v/n2 + 1)
NI

/ 1
On a ln<n+\/n2—|—1> = ln<n.<1+ 1—1——2))
n
1
= lnn+ln<1—|— 1+—2)
n

= Inn+1In(2+0(1))

(2) up =

= Inn+1In2+o(1)
= Inn+o(lnn) ~ Inn.

D’autre part, n* +n? — 1 ~ n* (polynome) donc v/n* +n2 — 1 ~ n?.

Par conséquent, on a u,, ~ 12—2”

et u, — 0 par croissance comparée.

n!+n"

(3) Up = ———5- (\/n2+3—\/n2+1)
nnfl + 6211

Par croissance comparée, on a n! = o(n"), donc n! + n™ ~ n™.

Egalement par croissance comparée, on a

e = 2 2l = e?.o((n —1)"1) = o(n" )

donc n* 1 4 e?" ~ 1,

n?+3)—(n*+1) 2 1
Enﬁn,\/n2—|—3—\/n2+1:( = ~ —.
V2 +3+Vn2+1 n+on)+n+o(n) n

Par conséquent, u, ~ —++.1 ~ 1 et donc u,, — 1.
) nﬂ/ n

(4)un=L In(e”" + (— ))

n

On a u, = T ( ln(e + (— 1)”)> avec ot ~ 1
et In(e™ + ( 7? = (—1)”6_")) =n+1In(l+o(l)) =n+o(1).



Par conséquent,

n—(l—l—%).ln(e"—{—(—l)”) = n—(1+%)(n+0(1))

= =n—(n+1+0(1)) =—-1+0(1)

et donc u,, ~ —1 — —1.



