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Exercices complémentaires d’entrainement - Développements limités et équivalents

Formule de Taylor-Young et développement limité

Soit f une fonction définie sur I un intervalle voisinage de a € I. Si f est dérivable n-fois en a alors la
Formule de Taylor-Young a l'ordre n en a pour f est donnée par

(x—a)"

f@) = f(a)+ f/(a)(z —a)+ ...+ f) (@)= + 0zsallz —a)").
On dira que f admet un développement limité & ’ordre n en a, noté DL, en a, si

f@)=a0toi(z—a)+...+ Ozn(leila)n + 020z — a)").

ou g, ...,a, € R sont nécessairement uniques. Ainsi une fonction n-fois dérivable en a admet nécessairement
un DL, en a. La réciproque est fausse en général (sauf sin € {0,1}).

On peut effectuer diverses opérations sur les DL, dont sommer, multiplier, quotienter, mais aussi "intégrer".
En effet, si f admet F' comme primitive sur I et f a un DL, en a :

r—a)”
flx)=ao+a(z—a)+...+ an% + 0za((z —a)").
alors F' admet un DL,, 1 en a donné par :
% —a 2 T —a n+1
F(z) = F(a) + ap(z —a) + a1% 4+ ...+ an% + 0z sa(( — a)n+1)'

Développements limités essentiels

On rappelle les deux développements limités en 0 (& connaitre par coeur absolument !) suivants :

— "somme géométrique" : 1. l+az+22 4. 4+2" + 0p0(z™),
—x

x? x"
— "exponentielle" : e =1+ z + o7 4.+ ) + 0z—0(z™),
Exercice 1.
A partir des deux développements limités donnés au dessus, retrouver les développements limités (& ordre n
quand ce n’est pas précisé) en 0 des fonctions suivantes.
1

1+a’
2.z~ In(1 — ),

4. DL3, pour a € R, de & — (1 + x)°
5. DLy, de z — cos(z),

l.z—

6. DLy, 41 de 2 — sin(z),
3.z~ In(1+x), 7. DL3 de © — tan(x).

Ces développements limités font également partis de la liste de ceux a connaitre par coeur.

Correction.
1 1
1. vz e =l—a+2? =2+ ...+ (=1)"2" + 0,0(2").
S 1 72 3 N
2.z — In(1 — z) est une primitive de = — 1 donc z — In(l —x) = — ac—l—;—l—?—i—...—i—— +
— n
0z0(z").

3. D’apres la question précédente, on a In(1+z) =In(1 — (—z)) =z — % + % oo+ (=D — 4 0o (™).
n



4.0n a

(1 +f£)a _ ealn(lJrz) _ ea(w7%+é+ow%o(z3))

2 28 1 x? 28 2
:1+a<m—2+ 3 + 0z—0(x )) tg (a(m—2+3+ozﬁo(x )))
1 z2  x8 3
#31 (o (s- T+ T Hornle))) +omate))
2 3 3
=14+a <9: — % + % + ox_m(ﬁ)) + 5 <a2x2 zaz% + 0p0(x ))

1
+3 (®2® + 0p550(2%)) + 0550(2?),

2 2 3 1 3 1
=1l+ax+ (—aa; + O;at2> + (ozx — 72042337 + a3x3> + 05—50(2%),

=1+ az+ L(QQ_ D S 3;+ 4 02—0(2%),
U s W [ IR
19 . \3 4 . \on 2
5%508(:[) = Re(ei"’”);;r e =14z + (Z;) + (Z;) + (ZZ!) + ... ((Z;Ui)' + 0p0(2%™), d’ott cos(x) = 1 — % +
a +...4 (—1)”m + 0ps0(x®™).
6. sin(z) = Im(e'), donc sin(z) = = — Z—T + E—T + ...+ (=" (;::T_L:l)' + 0pso(x?Th),
7.0mn a
iy 3061 2§ o)
0s(@) 12 + 0y 0(a?)
2
= (m - z—? + Om_>0(x4)> (1 + (j + oz_m(z"f)) + 020 ((J; + om_,o(xg)) >> :
= (ar - %? + oﬁo@c‘*)) (1 + %7 + oﬁo(:f)) =z + Z—? - %T + 0g0(a?),
=z+ %3 + 0ps0(x?).

1
Pour la troisieme égalité, on a utilisé le DL de lorsque u — 0.
u

Exercice 2.
A partir des deux développements limités donnés au dessus, trouver les développements limités en 0 des fonctions
suivantes.

1
1. DLy, de z — ch(z). 4. Sachant que arcsin’(z) = ———, donner un
2. DLgy 41 de z — sh(x).

V1—22

DL; de x +— arcsin(z).
3. DL3 de = — th(z). 5. ¢ — arctan(zx).

Il est important de savoir retrouver rapidement ces développements limités par le calcul (au moins les
premiers termes). On peut ajouter a la liste celui de arccos qui s’obtient de la méme maniére que celui de arcsin.

Correction.
e’ +e " . .
1. Comme ch(z) = — ch est une fonction paire et son DL est donc obtenu en conservant seulement les
.’E2 .I‘4 2n
termes qui définissent des fonctions paires. On a donc ch(z) =1+ o + ol +... W + 0p0(z®™).
Si ce n’est pas convaincant, il suffit de mener le calcul en remplacant e” et e~ par leurs DL et les simplifications
2k+1

des termes en x vont se faire immédiatement.



T _ -z

2. Comme sh(z) = c 26 , sh est une fonction impaire et son DL est donc obtenu en conservant seulement
o B 22n+1
les termes qui définissent des fonctions impaires. On a donc sh(z) =z + — 3l + 3 +... m +01_>0(z2n+1).
3.0na
3
h T4+ L+ 0po(z?
th(l’) _ S ((E) _ 32 4’0( )
ch(z) 142 4 ox_>0(x3
x3 z? 2
= (m + 37 0ol 1 + + 0z 0( 3)) + 0230 (—2, + oﬁo(ﬂc?’)) :
a? 3 3
:‘T‘}’? + 0z0(2”) = +Or—>0( )-
4.0 ! (1—2%)"2,d lique le DL de (1 + u)®. On obtient ! 1+( 1)( %)+
.Ona ——==(1-2 , donc on applique le e u)®. On obtient —= = —— | (-2
V1—a? PP 1— a2 2

2 2 2!

V1—22

arcsin(z )7$+,7+,

5. La fonction arctan est une primitive de x

en fait on peut méme éventuellement remplacer 0,%()(

1 1 (—22)? 5 2 3, 5 . L
— | {—-z-1 + 0p0(2°) =14+ — + —z" + 0y0(2”). Comme arcsin est une primitive de = +—

il suffit de "primitiver" le DL, on obtient donc

32
g5 +orola®).
1 2 4 n,.2n 2n
r1+$2:1—x +azt+ .+ (D)2 + 0p0(2”7)

) par o, _o(x ”“) qui est plus précis, car on sait que

le terme suivant du DL sera en 22" "2, En "primitivant" le DL, on obtient donc

3

oz
arctan(m):x———l—g—l—...

3

$2n+1

+ (_1)717 + 0m40($2n+2)»

2n + 1

Exercice 3.

Dans la suite, quand un équivalent est demandé, on donnera le plus simple.

1. Donner le DL & ordre 3 de = + €* en 0.

2% en 0.

2. Donner le DL a 'ordre 2 de x — e~
1‘2
ez —1 o 9

\/E z—0

4. Donner le DL a l'ordre 4 de z + cos(z) en 0.

1 — cos(v/2x)

~ 7
z—0

. Pour n € N,

in(z)*—23 ~ ?
sin(z)® — o oty
Ctan(z) ~ 7

z—0

L N O L

2
1
9. sin < — 1) +a3e T 4 xe® ~ 7
1—=z z—0

10. In(cos(z)) NO?
z—

11. In(tan(z)) NO?
xr—

. 1 1

3 — - —2z ., 9
12. In(z) <1 iy cos(x)> te o~
13. 2° + z*(In(z)) ol
14. 7 + z*(In(x)) oty

. Donner le DL & Pordre 3 de 2 — sin(z) en 0.

15. 2ze* + 2 ~ 7

z—0
xz

16. (z —2)%e* — (z° + Ta?)ed ~ ?

Tr—r+o0

17.2% —e® + 2% ~ 7

T—+00

o e s () s

e 1) In(1+e%)
19. (7= 1 ~ 7
. 41 _ r—+00
sin(e )In (1 7@_’_\/@2)

20. Donner le signe a partir d’un certain rang de
—2" — 3 4 (2n)l.

21. Donner le signe a partir d’un certain rang de
n* — 3n% + (In(n))? — n®(In(n))>.
2. e Vin+1)! ~ ?

n—-4oo
1 1
23.In(l——=)— —— ~ 7
3. In( TL!) (27’1,)! n—-+oo
1
24. f*lf— ?
¢ \/ﬁn%Jroo
1 1
25.co8(—)++—-5 ~ 7

nm (n + 3)2 n—4oo



n—1
26.sin< 1+1>+e_" ~ 7 31. In(n)° +(n+vn+1-77% ~ ?
nn

n—+00 3 n—+o00
1 1 g9 _ (n—m)" o~ 9
27. tan < n+1> - n_n n—;\-i’-oo? n" + 10m — (372,)' n——+oo
n
n 33, —— ~ 7
’)’L2 n—-4o0o

g4 1 1 ?
29.n%e? + (n—1)%% o~ 7 R =R R =
30. (n—7)In(n*+2) ~ ? 35 eV —evmtET o~ 7

n—+oo n—+400

Correction.

1. Donner le DL & Pordre 3 de  — €* en 0.
2 3
Onae” = 1+x+%+%+0m_>0(x3).

2. Donner le DL a l'ordre 2 de x — e~

(—22)°
2l

2% en 0.

Onae ™ =1-2z+ + 0p50(2%) =1 — 22 4 222 + 0,0 (23).

3. ——— ~ 7

\/E 0
2

22 x? eT —1 x3 _ eT —1 x

T =1+ > + 040(2%), donc 7 =5 + 0p0(2?

4. Donner le DL a lordre 4 de x + cos(z) en 0.
2?2t

On a cos(z) =1 — o + ol + 0ps0(x%).

. 4N\ s 5 )
On aurait pu mettre OT,HU(IA) a la place de 0,_0(2”), comme ¢’est normalement attendu dans un DLy, et cela
aurait été tout a fait correct. Mais on sait que le terme suivant du développement limité de cos en 0 est en z°,

On ae

. . . 5 . ;.
qui est bien un o,,,_,o(:l;4) mais également un o,_,0(x°), ce qui est plus précis.

1 — cos(v/2zx)

5. Pour n € N, = SBW=0) - o
™ z—0
21)? 1-— 2
On a COS(\/§$) =1 MTw) +Oz*>0(x3)7 donc M _ SC2_n +Oz*>0(x3_n) _ ‘,1/,2—1'7,(1_'_01*}0(1,))’ d’on
! "
1 — cos(v/2z) 9m
" z—0 r '

6. Donner le DL a l'ordre 3 de x + sin(x) en 0.
23
On asin(z) =2 — 37 + 0p50(z?).
Meéme remarque que pour le DL de cos au-dessus. On choisit d’écrire o, (.7:4), car le terme suivant du DL est
en z°, qui est plus précis que 0,_,(z>) (bien que tout & fait correct également).

7.sin(z)* — 23 ~ 7

z—0
Attention a ne pas faire 'erreur de sommer des équilavents, ce qui est interdit sans hypothéses supplé-
mentaires, car on serait trés tenter de dire sin(z) ~ z donc sin(z)* — 23 ~ 2% — 23 ~ —2 (méme si
z—0 z—0 z—0

les équivalents successifs sont vrais, 'argument de sommation utilisé pour le premier est faux et peut mener
a des erreurs dans d’autres situations). Comme on intuite que le terme dominant est —x>, pour effectuer le
raisonnement proprement on le met en facteur puis essaye de montrer que l'autre terme s’écrit comme 1+ ()
avec e(x) — 0.
z—0
: 4 : 4 : 4

) sin(z . sin(z sin(z o -

On asin(z)* — 2% = —2% (1 - sin(z)” , mais sin(z)” ~ x, donc sin(e)” — 0. Dot sin(z)? —2® ~ —a3.
;U?’ ;I,‘s x—0 :1,’3 x—0 x—0
Alternativement, on peut faire un DL (en 0) de sin(x)* en utilisant ceux de sin(x) et (1 +u)?.
; 4 3 4 3 4 4 3 4 3 3
sin(z)® —2° = (x+ 0p0(x))" —2° = 2" (1 + 0,50(1)" —2° =27 (1 + 0,50(1)) —2° = —2°(1 — 2 + 05— 0(x)).
—_———

—0
x—0
D’ott de nouveau sin(z)* — 2® ~ —z°.
z—0
8.t ?
an(@) 1,
On a vu dans lexercice 1 que tan(x) = x + 0y0(z), donc tan(z) ~ .

x—0



Sinon tan(x) = sin(z) et sin(x) ~ x, cos(z) ~ 1, doutan(z) ~ .
cos(x) =0 -0 -0

2
1

9. sin ( — 1) +ade ™ 4 ze® ~ 7

1—2 z—0
On se doute que le terme qui domine est ze® & cause de e” et le fait que le sin(...)? se comporte comme sin(z)?
donc 22 (qui est négligeable par rapport a ze”). Justifions proprement.

2

1 . 1

Ona T —1=2+0,0(z) et sin(x+0,0()) = 2+0s—0(2)+0s—0(x + 05—0(x)), donc sin (1 S 1) =

=0x—0 (I)

1 2
(z+ 0x—>0(33))2 = 2240, _0(2?). Ainsi sin <1 - 1) +ale T re” = ze” (1 +axe " 4 opo(xe™™) + 3326721")

2
1
Or ze ™ + 0, so(ze ™) 4 22e 2" —6 0, d’out sin (1 — 1) + 23" 4 ze® ~ ze”.
T

— X z—0
~ 7
10. In(cos(z)) oty
x? 5 x? 5 x? 5 x? 5
Onacos(z) = 1—5—1—0@%0@ ), donc In(cos(z)) =In (1 — 5 + 0p0(z?) ) = —?—i—omﬁo(x )+0z-0 —5 + op0(z?) ) =
2 , . 22
— + 0x0(2z7). D’out In(cos(x)) ST
On a utilisé le fait que In(1 4 u) = u + 0y—o(u).
11. In(tan(z)) ~ ?
z—0
x3 x3 x?
Onatan(z) = x—i—?—f—omﬁo( %), donc In(tan(z)) = In ( + = 3 + 0p0(x 3)) = In(z)+In <1 + 3 + oiﬁo(:ﬁ)) =
2 22
In(z) + <3 + ox_,o(x2)> + 0450 ( + 0p—o(x ) n(z) + = + 0,0(z?) = In(x) + 0,0(In(z)). Donc

=0z 0(x?)

1 ~ 1 .

n(tan(z)) r—)() n(zx)

Rappel : Va,b > 0, In(ab) = In(a) + In(b).

Attention la composition d’équivalents est fausse en général. Donc ici on n’utilise pas argument : tan(x) ~ x

donc In(tan(x)) ~ In(x). On fait plutdt un calcul direct de développements limités (on a le droit de composer
Tr—r

des DL, contrairement aux équivalents).

1 1
12. In(z)? (1 Tow 08 (;)) + e z—;\—Ji-oo?

1 1 1 1 1 1
On a Tre= = I—e " +0ps5400(e”™) et cos (x> =1- 227 + 0z 100 <J;2) Donc Tre—s — o <x) =

, par croissance

1 1 1 1 1 1
comparée, donc T e — ©08 (;g) =92 + Opstoo (ﬁ) D’ott In(x)? (1 o oo (m)) +e7 2 =

e+ 0pstoo(e®) + + Opstoo | —5 |- Mais —e " + 0y 5400(€7F) = 0sytoo
972 2

In(z)? In(z)? o In(z)? In(z)? L 1 1
502 4025100 2 + e 2 = 5. 4025100 p . Ainsi ln(x)?’ Toes cos p +

o In(z)3
_O$*)+OO( ) )

672m ~ 111(13)3 )

R
2

On a utilisé le fait que T =1—u+ ouﬁo(u2) et cos(u) =1 — % + ouﬂo(uQ).

U
3 2 4 9
13. 2° + z*(In(z)) et

1 In(x)*
23+ 2%(In(x))* = 23 <1 + n(z) ) et n() — 0 par croissance comparée. Donc z° +2%(In(x))* ~ 2%

X x r—+400 r—r+00

14. 2° + 2*(In(z))* ~ ?

x—0

23 + 2% (In(2))* = 2*(In(z))* (1 + ln(wx)‘*) et 1n(xx)4 = 0. Donc 2 + 2% (In(x))* I:O 2?(In(z))*.

15. 2ze® + o ~ 7
z—0
2ze” + v =22(1 4+ 0450(1)) + 2 = 32 + 0,0(x), donc 2ze” + 2 ~ 3z.

x—0



16. (z — 2)%” — (2° + Ta%)es ~ 7

r——+o0

o 2 ‘ 2 :
On a (z — 2)%” — (2° + T2%)es = 2%e® ((1 - ) — (23 + 7)e_§x) =z | 1-2 — (2 + 7)e~3% |, donc
x T

— 0
x— 400
o 2 x 5 2\ % ~ 2 x
(x —2)%e” — (x° + Tx7)e3 oy we
17.2% —e® + 2% ~ 7
Tr—+00
x x 3 —x x 2 ! 3 —2z x x 3 —x T
2T —e" 4 xte T =—e" |1 - (-] —xa’e . Donc 27 — e* 4 z”e ~  —e’.
e r——400
18.1 (_2)4‘ i ! L ?
. In | cos S | — - — ~ !
€ \/E T T—+oo
,z . 1 . 1 1 1 1
Onacos(e )+Sln ﬁ :1+0a:—>+o<>(€ )+ﬁ+oz—>+oo ﬁ :1+ﬁ+0x—>+oo ﬁ . Donc
1 1 1 1 1 1 1 1 1
mew@ﬂ+m%>)m(u+%+m()>+%%m()+
1 1

0 . Donc In | cos(e™™) + sin LR —
oo\ V) vz T v—too /T
(@ — 1) 111(1 + e_x)
sin(e~**1) In (1 - m)

1 1 1 1 1 _ I .
On a 1+;12 -1 :1*P+0z—>+oc (12) = fﬁJrom_,Jroc (1:2) Puis In(14+e¢™) = e 4 0ps100(e™ 7).

1 . 1 1 . . e~ 7 e~
Donc (H.;Q — 1) 111(1 +e ) = (.,1:2 + Ogx— 400 <x2>) (6 + 0.’1:—>+oo(6 )) = 7? + Op—+o00 (1’2) .

Pour le dénominateur, sin(e™* ™) = e ™ £ 0, (e ") et

L AN 2 R 1
(z+ )2 a2 V) T a? Voo etz ) ) T a2 e a2 )
. 1 1 1
ainsi In (1 - W) == + 0z +00 <302> Donc

sin(e™**1) In (1 -~ (l+1ﬁ)2> = (7™ + 04y ios(e7"T) (—;2 + 0z to0 (;)) :

~ 7
T—>+00

19.

efx+1 efx+1 67r+1 efm
- - 2 + O.L—>+C>O ( "L'2 ) - - 2 + OJ,—)-‘rOO ( 2 )
Finalement
1 —z - -
(1"'52 —1) In(l1+e %) —£5 + 0zt (%) 14 045400(1) 1
i 1 1 T e 1\  e+o (1) T e +0n s poo(1).
sin(e=**1) In (1 - m) ——r t 0400 ( 22 ) T—+00
. (ﬁ —1) In(1+e"%) 1
D’ou = ; ;\4}- —.
. o x fe%e]
sin(e=#+1) In (1 - m) €

20. Donner le signe & partir d'un certain rang de —2" —n® + (2n)!.
Le terme qui domine est (2n)! par croissance comparée. Donc —2" — n® + (2n)! est positif APCR.
21. Donner le signe & partir d'un certain rang de n* — 3n% 4 (In(n))? — n®(In(n))2.

Le terme qui domine est n* par croissance comparée. Donc n* — 3n% 4 (In(n))? — n®(In(n))? est positif APCR.
22. ¢ Vin4+1)! ~ 7

n—-4o0o
e Vin+ 1! ~ e Vipln,
n—-+4oo



1 1
_— ) - — ~ ?
23.In(1 -~ —) Tl v oo

1
On utilise le développement limité de In(1 — u) quand v — 0, car — — 0.
n! n—+oo

1 1 1 1 1 1 1 1 1
On a In(1 — a) = + Optoo <n'>’ donc In(1 — E) ~ @ = + Opn—ytoo <n'> ~ @ = +
1 1 1 1

On—stoo (rz')’ donc In(1 — ﬁ) — )l Wl Tl
2. P 1 ?

SO T T i e
On utilise le développement limité de e* quand u — 0, car — 0.

\/ﬁ n—-+o0o

0 = 1+ 1 n 1 1Jr 1 q . 1 1 1 1Jr 1Y\ . = 1 1 1

naeve = l+—=+——+40p 400 | — |,doncevr —-1——= = ——40, 4,100 | — |,leeVi—1——F% ~ —.

Voo 2tn P Vo 2n T\ V/n n—too 2n

25 ! + ! ?
ccos | - 3 e

0 LYoo g (1) LI ! (1) L)y
nacos|—| = Op—s+00(1) comme — ) comme ————= = 0,,s100(1), on a cos [ —
n" e (n+3)2 o nn

n" n—+oo

R |
(n+ 3)2 no+oo

. 1 _
26. sin (W) 4e n—;\i—oo?

on i [ L 1 LY o L . , D
n a sin W = W + On—+400 W . T W = Op—+co (e ) par croissance comparee. onc
sin L +e "=e"+o (e_") i.e. sin ! +e™™ o~ e
nntl n—-+00 ) nntl n——+0o
1
27. tan ~ 7
n+1 n" n—+oo

1 1 1 1 11 1 1
On a tan W = W + On—+o00 W . Or W = ﬁﬁ = Op—+co ﬁ 5 donc tan W —

2

On a (1 + 2> — (1) — (ot (GE)) = o2Honaiee (D) Doy <1 + 22> ~ e
n

n—-+oo

3
n n n _n n—1 _n . ,

On an’e? + (n—1)%3% =n?e? (1 + ——F——e"c > Or %e 6 — 0 par croissance comparée, donc
n—-+oo

30. (n—17) ln(n2 +2) ~ 7

n—-4o0o
On a

(n—7)In(n?+2) = (n—"7)In <n2 (1+§2>) =(n—-7Inn?) +n-"71h (1+;>,

2 1
=2nln(n) —141n(n) + (n — 7)ﬁ + 0n s to0 (n)’

=0n—+oo(nln(n))

donc (n —7)In(n*+2) ~ 2nln(n).

n—-+oo
-1
31. 2 In(n)® + (n++vn+1—17)> ot ?
- ]. 5
! In(n)’+nm+vVn+1-173% ~ a2
3 n—-+o0o



(n—m"
n™ 4+ 10" — (3n)! oo
(n—m)"
n" + 10" — (3n)! n—stoo

33 "

32.

?

~Y
1— # n—-+oo

n 1

T ~ .
1— — n—+oo N
n

1 1
34. —— — ~
=G 1+ g note

1 1 1

?

_ ~ —
1 1 ; 2°
1 =1)F 1+ 137 n—+oo N
L 141
35.evn —evn I~ 7
n—-+4oo
1 1 +L 1
evn — ev/n ' 3n ~ evn
n—-+oo

S




