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Fonctions usuelles.

Exercice 1 �
Calculer les quantités suivantes.

1. arcsin
(
−
√
3

2

)
.

2. arctan
(√

3
)
.

3. arccos
(
cos 2π

3

)
.

4. arccos
(
cos
(
−2π
3

))
.

5. arccos
(
cos 4π

3

)
.

Exercice 2 �
Résoudre dans R les équations suivantes (on précisera leurs domaines de validité).

1. x
√
x =
√
x
x.

2. sinx = 1
3 .

3. cosx = π
4 .

4. tanx = 1.
5. arcsinx = arcsin 2

5 + arcsin 3
5 .

Exercice 3 �
Démontrer les identités suivantes (on précisera leurs domaines de validité).

1. x
ln(ln(x))
ln(x) = ln(x).

2. sin(arccos(x)) =
√
1− x2.

3. arctan(2
√
2) + 2 arctan(

√
2) = π.

4. sin(x+y+z)
cos(x) cos(y) cos(z) = tan(x) + tan(y) + tan(z) −

tan(x) tan(y) tan(z).

Exercice 4 �
Résoudre dans R les équations suivantes (on précisera leurs domaines de validité).

1. sh(x) = 2. 2. th(x) = 3. 3. ch(x) = 1.

Exercice 5 �
Déterminer les limites suivantes.

1. lim
x→+∞

e−x(ch(x)3 − sh(x)3). 2. lim
x→+∞

(x− ln(ch(x))).

Exercice 6 �
Démontrer les inégalités suivantes pour tout x > 0 :

1. sh(x) > x, 2. ch(x) > 1 + x2

2 , 3. sh(x) > x+ x3

6 .

Exercice 7 �
Démontrer de deux façons différentes que :

∀x, y ∈ R, ch(x+ y) ch(x− y) = ch(x)2 + sh(y)2.

Exercice 8

Soit n ∈ N et x ∈ R∗. Montrer que
n∑
k=0

ch(kx) =
ch
(
nx
2

)
sh
(
(n+1)x

2

)
sh
(
x
2

) .

Exercice 9

1. Montrer que pour tout x 6= 0, th(x) =
2

th(2x)
− 1

th(x)
.

1



2

2. Soit x ∈ R. Calculer, pour tout n ∈ N, la somme : Sn =

n∑
k=0

2k th(2kx). Étudier la limite de la suite

(Sn)n∈N.

Exercice 10 ♣
Démontrer les identités suivantes (on précisera leurs domaines de validité).
1. tan

(
π
4 + x

)
+ tan

(
π
4 − x

)
= 2

cos(2x) .

2. cos(arctan(x)) = 1√
1+x2

.

3. Argth(sin(2x)) = 2Argth(tan(x)).

4. ∀n ∈ N,
(
1+th(x)
1−th(x)

)n
= 1+th(nx)

1−th(nx) .

Exercice 11 ♣ (Formule de Machin)
Soit z = x+ iy ∈ C avec x > 0 et y ∈ R.
1. Montrer que arctan

( y
x

)
est un argument de z. Comment faut-il corriger la formule si x < 0 ?

2. Montrer que (3 + i)2(7 + i) = 50(1 + i).
3. En déduire que π

4 = 2arctan
(
1
3

)
+ arctan

(
1
7

)
.

4. Montrer selon le même principe la formule de John Machin 1 :
π

4
= 4 arctan

(
1

5

)
− arctan

(
1

239

)
.

1. John Machin a été le premier mathématicien, en 1706, a calculé les 100 premières décimales du nombre π grâce à cette
formule. Voir https://en.wikipedia.org/wiki/John_Machin et https://en.wikipedia.org/wiki/Machin-like_formula

https://en.wikipedia.org/wiki/John_Machin
https://en.wikipedia.org/wiki/Machin-like_formula

