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Exercice 1 �
Les affirmations ci-dessous sont-elles vraies ou fausses ? Justifier dans chaque cas.
1.
√
n = o

n→+∞
(n),

2. n = o
n→+∞

(
√
n),

3. n = o
n→+∞

(√
n2 + 1

)
,

4. 1 = o
n→+∞

(n),

5. (−1)n = o
n→+∞

(2),

6. 2n = o
n→+∞

(3n),

7.
√
n2 + 1 ∼

n→+∞
n,

8. 1
n ∼

n→+∞
0,

9. ln(n2 + 1) ∼
n→+∞

2 ln(n),

10. n ∼
n→+∞

n+ 1,

11. en+1 ∼
n→+∞

en,

12. ln(n+ 1)− ln(n) ∼
n→+∞

1
n .

Exercice 2 � (Quelques opérations sur o
n→+∞

et ∼
n→+∞

)
Soit u, v, w, t des suites réelles.
1. a) Montrer que si un = o

n→+∞
(vn) et wn = o

n→+∞
(tn), alors unwn = o

n→+∞
(vntn).

b) On suppose que u et v ne s’annulent pas à partir d’un certain rang. Montrer que si un = o
n→+∞

(vn),

alors 1
vn

= o
n→+∞

(
1
un

)
.

2. Prouver que si un ∼
n→+∞

vn et vn ∼
n→+∞

wn alors un ∼
n→+∞

wn. On dit que la relation ∼
n→+∞

est transitive.

Exercice 3 �
Pour chaque suite dont on donne ci-dessous le terme général, donner un équivalent le plus simple possible,
puis conclure sur la limite éventuelle de la suite.

1. an =
e−n +

√
n5 − n2

ln(n) + n− cosn
,

2. bn = 2n ln(n) +
3n

n+ 1
+

4n

1 + 2n
,

3. cn =
ln(1 + n2)

n+ n2
,

4. dn =
ln(1 + n2)

ln(2 + n2)
,

5. en =
√
n2 + n+ 1−

√
n2 + n− 1,

6. fn =

√
1 +
√
n+ 1−

√
1 +
√
n,

7. gn =

n∑
k=0

k!. Indication : montrer d’abord que

gn−1 = o
n→+∞

(n!).

Exercice 4 � (Série harmonique)
Soit (un)n∈N∗ la suite telle que, pour tout n ∈ N∗, un =

∑n
k=1

1
k .

1. Montrer que (un)n∈N∗ est croissante.
2. Étudier la convergence de (un+1−un)n∈N∗ . Peut-on en déduire quoi que ce soit concernant la convergence
de (un)n∈N∗ ?
3. Montrer que pour tout n > 1, u2n − un > 1

2 .
4. En déduire que (un)n∈N∗ tend vers +∞.

Soit les suites (vn)n∈N∗ et (wn)n∈N∗ telles que pour tout n ∈ N∗, vn = un − ln(n) et wn = vn − 1
n .

5. Montrer que (vn)n∈N∗ est décroissante, que (wn)n∈N∗ est croissante, et en déduire que (vn)n∈N∗ et (wn)n∈N∗

sont adjacentes. Indication : on pourra utiliser l’inégalité ln(1 + x) 6 x, valable pour tout x > −1.
6. En déduire qu’il existe un réel γ (appelé constante d’Euler-Mascheroni, γ ' 0, 577215...) tel que

n∑
k=1

1

k
= ln(n) + γ + o

n→+∞
(1) .

1



2

7. Donner un équivalent (le plus simple possible) de la suite (un)n∈N∗ .

Exercice 5
On considère la suite (un)n∈N∗ de terme général

un =

√√√√√
n+

√√√√
n− 1 +

√
n− 2 +

√
. . .

√
2 +
√
1.

1. Pour tout n ∈ N∗, exprimer un+1 en fonction de un. Quelle est la valeur de u0 ?
2. Montrer que (un)n∈N∗ tend vers +∞.
3. Montrer par récurrence que pour tout n ∈ N∗, un 6 n.
4. En déduire que un = o

n→+∞
(n).

5. Déterminer un équivalent simple de la suite (un)n∈N∗ .
6. Déterminer la limite de la suite (un −

√
n)n∈N∗ .

Exercice 6 ♣ (Méthode de Héron)
Soit a > 1. On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = a et

∀n ∈ N, un+1 =
1

2

(
un +

a

un

)
.

1. Montrer par récurrence que pour tout n ∈ N, un > 0.

2. Montrer que, pour tout n ∈ N, un+1−
√
a

un+1+
√
a
=
(
un−
√
a

un+
√
a

)2
.

3. En déduire que pour tout n ∈ N, un >
√
a.

4. Montrer que la suite (un)n∈N est décroissante.
5. Déduire de ce qui précède que (un)n∈N converge vers

√
a.

6. À l’aide du résultat de la question 2, montrer par récurrence que

∀n ∈ N,
un −

√
a

un +
√
a
=

(√
a− 1√
a+ 1

)2n

.

7. En déduire qu’il existe un réel λ ∈]0, 1[ tel que
un −

√
a ∼

n→+∞
2
√
aλ2

n
.

Peut-on en déduire que (un)n∈N converge vers
√
a plutôt lentement ou plutôt rapidement ?

8. À l’aide d’une console Python, calculer u4 lorsque a = 2, et commenter le résultat.


