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Feuille de TD n°2 :
Polynoémes

Exercice 1. Factoriser complétement (dans C) chacun des polynémes ci-dessous :

Exercice 2. L’ensemble des racines du polynéme P = X6 —5X54+8X* —4X3 est {0,1,2}. En calculant les dérivées
successives de P, déterminer la multiplicité de chacune, puis écrire P sous forme factorisée.

Exercice 3. Sia et b vérifient a + b = s et ab = p, quelles sont les racines du polynéme X2 — sX + p? En déduire
deux complexes a et b tels que a +b =1 et ab=1.

Exercice 4. Soit P un polynoéme a coeflicients réels.
(1) Montrer que si z € C est une racine de P, alors Z est aussi une racine de P.

(2) En déduire que P peut s’écrire sous la forme

P=Cx
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pour un certain choix de n,p € N, et des réels C, (a;)1<i<n, (bj)1<j<p, (¢j)1<j<p tels que b? < 4¢; pour tout
je{l,2,...,p}.

Exercice 5.
(1) Développer I'expression (z + iy)? pour z et y réels quelconques.

(2) On pose P =9X —84X3 +126X° — 36 X" + X°. Montrer que P peut s’écrire sous la forme P = X (X? — 3)Q,
ou @ est un polynome que l’on explicitera.
(3) Déduire des deux questions précédentes que 'ensemble des racines du polynome X¢ — 33X% + 27X2 — 3 est

{ tan %}ke{_4,_2,_1,l,2,4}'

Exercice 6*. Soit P un polynéme non nul & coefficients complexes. On suppose qu’il existe un polynéme Q tel que
P=QPr.
(1) Quel est le degré de Q7

(2) Soit z une racine de P de multiplicité k. A quelle condition (sur k) z est-elle aussi une racine de P’ ? Quelle est
alors sa multiplicité 7 En déduire que z est nécessairement une racine de ().

(3) Montrer que P est nécessairement de la forme P = C(X — a)™.

Exercice 7*. L’objectif de cet exercice est de trouver une racine réelle du polynéme P = X3 +6X — 1.

(1) On considere une racine réelle x de P, et deux réels u et v tels que z = u+ v et uv = —2. Développer P(u + v),
puis en déduire que u et v sont solutions du systeme
ud + v =1
udvd = -8

(2) En déduire des valeurs convenables pour u® et v® (on pourra s’inspirer de I’exercice 3), puis I'expression explicite
de z & I'aide de la fonction “racine cubique” (notée z — /z), bijection réciproque de la fonction z +— x3 définie
de R dans R.

(3) Vérifier que la valeur de = obtenue convient en calculant P(z) a 'aide d’une calculatrice.



