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Exercice 1 (11pt)
Soit m,n € N*. Soit A € M, ,(R) et L € M,,(R). On suppose que L est symétrique définie positive.
On consideére la relation d’ordre (partielle) sur Rmﬂ suivante

Vy,y e R™, y=y &Vie{l,...,m}, y;i <y.
On fixe yo € R™ tel que yp € Im(A) et on s’intéresse au probléme d’optimisation suivant
() inf | La3.
ou S={zeR"” /Az <y}
1. Montrer que le probléme ([P]) est bien posé.
2. Montrer que S est convexe.

3. Le probléme admet-il une unique solution ?

4. On suppose dans cette question que n = 2, m = 3, puis

10
A=|(0 1 et yo=(1,1,1).
11

L est toujours une matrice symétrique définie positive quelconque (mais ici de taille 2 x 2).
a) Représenter I'ensemble S ainsi que ses éventuels points extrémes. Aucune justification n’est attendue.

b) Donner I'ensemble des solutions de .

Correction.
11=4+2+15+(2+1.5)

1. Notons f : z € R — || Lz|3. 1l suffit de montrer que S est non vide fermé, f continue et coercive sur S
pour obtenir que ([P|) soit bien posée (0.5pt). Vérifions chacun de ces points.
— Comme yg € Im(A), il existe g € R™ tel que Axg = yo, en particulier Axg < yp, i.e. xg € S. Dot S
est non vide (0.5pt).
— Posons pour tout ¢ € {1,...,m}, g; : ® € R" — (e;, Az — y) = (Ax); — yi, ou ¢; est le i-éme vecteur de
la base canonique de R™. Alors comme g; est linéaire, g; est continue sur R" et donc S; := g, 1(IR_) est
un fermé de R™. Or S =N, S;, donc S est un fermé de R™ comme intersection de fermés (1.5pt).

— f est continue sur R™ et comme L est symétrique définie positive, il existe A > 0 tel que A est la plus

petite valeur propre de L et pour tout € R, f(x) = || Lz|3 = \? ||z|35. D’ou | ||lim f(z) = 400 ie.
T||o—+00

f est coercive sur R donc en particulier sur S (1.5pt).
2. Soit y, v/, z, 2/ € R™ tels que y < ¢/ et z < 2/. Soit o, f € Ry. Alors pour tout i € {1,...,m}, on ay; <y,
et z; < zj, d'ont ay; + Bz < oy} + Bz Ainsi ay + Bz < oy’ + ﬂz’ﬂ

Soit z, 2" € S et t € [0,1]. Ainsi Az < yp, Az’ < yo et par le résultat précédent, on déduit que (1 —t)Az+
tAx" < (1 —t)yo + tyo, i.e. A((1 —t)x +tz') < yo, dou (1 —t)x +tz’ € S. S est bien convexe (2pt).

Autre méthode. Comme pour tout i € {1,...,m}, g; est linéaire, on a g; convexe. Ainsi S;, qui est
I'ensemble de sous-niveau 0 de g;, est un convexe de R". Or § = NI, 5;, donc S est un convexe de R"
comme intersection d’ensembles convexes.

3. La fonction f est C2 sur R™ et pour tout x € R”, on a V2f(z) = 2L% = 0 puisque L est définie positive.
Donc f est strictement convexe sur R"”. Et comme S est convexe, f est également strictement convexe sur

S.

Comme f admet un minimum global sur S d’aprés , ce dernier est donc unique (1.5pt).

1. Cette relation d’ordre est appelée ordre produit.

2. On a montré que la relation d’ordre (partielle) < définie sur R™ est compatible avec la structure d’espace vectoriel de R™.
On dit alors que (R™, <) est un espace vectoriel ordonné. Voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_vectoriel_ordonné
pour plus d’informations.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_vectoriel_ordonn�
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FIGURE 1. Représentation de I'ensemble S (en orange) qui est l'intersection des ensembles
{x € R? /21 <1}, {x € R? /a9 < 1} et {x € R? /21 + 22 < 1}. Les points extrémes de S
sont : (1,0) et (0,1).

4. a) Onax = (x1,x2) € S si et seulement si Az < (1,1,1) si et seulement si z1 < 1, x9 < 1 et 21 +x9 < 1.
Voir la figure [I| pour une représentation de S (2pt).

b) L’ensemble S définie ici est de nouveau non vide car contient (0,0), puisque A(0,0) = (0,0,0) < (1,1,1).
Les autres hypothéses vérifiées ensont toujours satisfaites, donc (P)) admet bien une solution par le méme
raisonnement qu’en premiére question. De plus 'unicité tient également toujours.

Or f((0,0)) = 0 < f(x) pour tout z € S, d’ou (0,0) est un minimum global de f sur R™. C’est donc
'unique solution de ([P). On a argming f = {(0,0)} (1.5pt).

Complément sur la coercivité de f.

On a pour tout z € R", f(x) = (Lz, Lz) = <LTL:c, a:> = <L29:, x>, comme LT = L puisque L est
symétrique. Sachant que L est symétrique réelle, L est diagonalisable sur R dans une base orthonormée de
R™ notée (vi,...,v,). Notons (A1,...,A,) les valeurs propres réelles associées, qui sont donc strictement
positives comme L est définie positive. Soit z € R™, alors z = > 1" | pv; et donc f(z) = <L2£L‘, :1:> =
(L (00 Nipavi) s Yoy pavi) = (O00 g M pgv, Yoy pivi) = i g A2u? (la derniére égalité étant obtenue
du fait que (v1,...,v,) est orthonormée). En notant A € R la plus petite valeur propre de L, on a A > 0
et pour tout i € {1,...,m}, \; = ), d’ott par croissance de t € R + ¢ sur R,, on obtient pour tout
ie{l,...,m}, A2 > A2 Ainsi f(z) > X232 42 = X2 ||z (la derniére égalité étant obtenue par définition
de la décomposition de x dans la base orthonormée (v,...,v,)).

Complément sur le calcul de V2f.
On vient de montrer que pour tout z € R", f(x) = <L2x, a;> = % <2L2x, m> La matrice carré 2L? étant
symétrique, f est donc une fonctionnelle quadratique et on a vu alors que pour tout x € R", V2f(z) = 2L2.
Alternativement on peut refaire a4 la main le calcul. Par composée de fonctions C? (z + Lz lest car
linéaire, puis c’est aussi le cas de la norme euclidienne au carré), f est C? sur R”H Soit z,h € R™, on a
f(z+h) = (L(z + h), L(z + h)) = f(x)+2(Lz, Lh)+o(h) = f(z)+(2L*x, h)+o(h), donc par identification,
Vf(z) =2L%x. Puis Vf(x + h) = 2L%*(z + h) = Vf(x) + 2L?h, d’on par identification V2 f(x) = 2L2.

3. Mentionner la régularité de f dés le début permet de s’affranchir de devoir justifier par le calcul du DL que f est bien
différentiable, puis deux fois différentiable. Le calcul du DL est alors uniquement mené pour identifier le gradient et la hessienne
de f



