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Notations (optimisation).
Soit n,m € N*. On considére les fonctions suivantes

1 1
F:xER”H§||Ax—bH§—|— o ||z et f:(x,t)ER”xRH§||Ax—b||§+ ot,

ot A€ Mp,(R), b€R™ et o> 0. On pose M = 5 ]2 41 > 0.
On s’intéresse dans la premiére partie aux deux problémes d’optimisation suivants

(Pr) X (@),
et
P inf 1.
(Py) (x}gecf(l‘ )
ou

C={(z,t) ER" xR/ ||zl|, <tett< M}

Dans la seconde partie, on s’intéressera uniquement au probléme

(PY) inf  f(x,1).

(z,t)eCt
ol

CT ={(z,t) eER" xR/ & = O, |||, < tett <M},

Notations (algébre linéaire).

— On notera (e1,ea,...,e,) la base canonique de R™, (-, -) le produit scalaire canonique sur R" et
].Rn — (1,1,,1) GR”

— Pour alléger les notations, on notera V = R" x R, qui est donc un R-espace vectoriel de dimension
n+ 1.

— La base canonique de V' est donc ((e1,0), (e2,0),...,(en,0), (0rn,1)). Notez que (e;,0) est bien un
élément de R™ x R =V, puisque e; € R" et 0 € R.

— On notera (-, -)y, le produit scalaire canonique sur V' défini par
V(z,t) e V. V(2 t') eV, ((z,t), (a:',t’)>v = (z, 2") +tt'.

— On peut munir V de la norme 1 : pour tout (x,t) € V, ||(z,t)||; = ||=||; +[t], ou encore de la norme 2 :

pour tout (z,t) € V, ||(z,t)|l, = \/||z||3 + #2. Ainsi V est un R-espace vectoriel normé de dimension

finie et la suite ((@n, tn))nen d’élements de V' converge vers (z,t) € V si et seulement si zy, AR
n—-+0o0

et t, — L.
n—-+0o00

La seconde partie peut étre traitée de maniere indépendante de la premiére en admettant au besoin les
résultats nécessaires.



PARTIE I : QUESTIONS PRELIMINAIRES (19.5PT)

1. Montrer que le probléme ([Pg|) est bien posé.

2. Montrer que la fonction F' est convexe sur R". Est-elle en général strictement convexe sur R™? Indica-
tion : on pourra fournir un exemple.

3. a) Justifier briévement que f est C? sur V.
b) Soient (z,t) € V et (h,s) € V. Déterminer I'expression de la différentielle de f en (z,t) dans la direction
(h,s) i.e. df (z,t)(h,s).
¢) En déduire que Vf(z,t) = (AT (Az — b), ).
d) Soit (K, s') € V. Déterminer d?f(x,t) ((h,s), (h',s")). En déduire que f est convexe sur V. Puis que f
n’est pas strictement convexe sur V.

4. Montrer que f admet un minimum global sur C.

5. L’objet de cette question est de montrer que les problémes (Pg|) et (Py)) sont équivalents dans le sens oi
leurs ensembles de solutions sont en bijection et que les infima sont égaux.

a) Montrer que si (z,t) € C est un minimum global de f sur C, alors t = ||z||;.

b) Soit (z,t) € V. Montrer que si = est une solution de (Pg|), alors F(x) < aM. De méme montrer que si
(x,t) est une solution de ([Py)), alors f(z,t) < oM.

¢) Soit x € R™. Montrer que si z est une solution de (Pg]), alors (z, ||z||;) est une solution de ([Py).

d) En déduire que infyepn F'(7) = inf(, pyeo f(2,1).

e) Soit (z,t) € V. Montrer que si (x,t) est une solution de , alors x est une solution de .
Indication : on pourra raisonner par l’absurde.

PARTIE II : ETUDE DU PROBLEME (P})). (22.5°T)

6. Montrer que 'on a C* = {(z,t) e V /Vi € {1,...,n+ 2}, fi(z,t) <0}, on
— pour tout ¢ € {1,...,n}, fi : (z,t) € V= (—(e;,0), (,1))y,
— fat1: (z,t) €V > <Z?:1(€i,0) — (Ogn, 1), (x,t)>v,
— foy2 i (z,t) € Vs ((Orn, 1), (x,1)), — M.
7. Montrer que C* est convexe. En déduire que le probléme est convexe.
8. On suppose dans cette question uniquement que n = 1.

a) Représenter 'ensemble C* C R2. Puis représenter T+ ((0,0)) et enfin 7+ ((0,0))*. Il n’est pas demandé
de justifications particuliéres.

b) En déduire que si (0,0) est solution de (D alors éATb < 1gn.
9. Justifier que f admet bien un minimum global sur C'*.

10. a) Déterminer I'ensemble des points réguliers de C. Indication : on pourra admettre que pour tout
(x,t) € V, toute sous famille a n + 1 vecteurs de la famille (V fi(x,t),...,V fayo(z,t)) est libre.

b) Soit (z,t) € V. Prouver que (z,t) est une solution de 1' si et seulement si (z, t) satisfait les conditions

KKT pour .

11. Soit (z,t) € V. On suppose que (z,t) satisfait les conditions KKT pour 1'

a) Montrer qu'il existe A = (A1, ..., Apy2) € R"F2 tel que
(1) (x,t) € CT, X = Ognt2, Vie{l,...,n+2}, \ifi(x,t) >0,
(2) AT<A{L‘ — b) = Z()\z — )\n+1)ei et )\n+1 — )\n+2 = .
i=1

b) Montrer que 'on a nécessairement A\, o = 0. Indication : on pourra raisonner par l’absurde.
12. Pour tout z € R", on pose

n(x) = é (AT(b — Az)) € R™.

On note également supp(z) = {i € {1,...,n} /z; # 0} (appelé le support de x).
a) Soit (x,t) € CT. Montrer, d’aprés ce qui précéde, que (z,t) est une solution de l} si et seulement si

3) t=lall,, n@) < lgs et supp(e)C {i € {L,...,n}/n(a); = 1}.
b) Applications. Retrouver le résultat de la question
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