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1 Généralités

1 Généralités
1.1 Contexte
1.1.1 Vocabulaire de base
La théorie de 'optimisation a pour objectif
minimiser f(z) sous la contrainte x € S,

ol S est un ensemble donné et f : S — R.On notera ce probléme sous la forme concise

min. f(x)

s.c. T€S,

(P)

ot "min." est une abréviation pour "minimiser", et "s.c." pour "sous la/les contrainte(s)".

Si au contraire il s’agit de maximiser une fonction f, on se raménera au cas ci-dessus en minimisant — f.
Notons qu’on rencontrera parfois le probléme de minimisation sur S d’une fonction a valeurs dans RU{+oo} (ou
a valeurs dans RU{—oo} si I'on fait face a un probléme de maximisation). On peut alors considérer le probléme
tel quel, ou se débarrasser de +00 en considérant le probléme de minimiser f sur S, ot S = {z €8, f(z) < +o0}.
Les deux problémes sont bien siir strictement équivalents.

Probléme bien posé. Commengons par préciser ce qu'on entend par "résoudre" un tel probléme, du moins
dans ce cours. Il s’agit dans un premier temps d’établir que le probléme est bien posé, c’est-a-dire successivement
que
(i) S#0,
(i) infyes f(x) > —o0,
(i) argmingeg f(x) # 0.
On notera toujours

p" = inf f(z).

La premiére condition (i) peut paraitre saugrenue : qui diable prendrait S = () 7 Pourtant, la mention explicite
a (i) est faite a dessein pour deux raisons principales. Tout d’abord, il n’est pas toujours clair qu’un ensemble
S a l'expression complexe ne soit pas vide : il faut le vérifier. Deuxiémement, il arrive parfois qu'on pose un
probléme d’optimisation de la forme (P) non parce qu’on est intéressé par 1’'optimum, mais parce qu’on cherche
a démontrer que S # (! Un point x € S est appelé point admissible pour le probléme d’optimisation.

Ces différentes étapes sont parfaitement définies mathématiquement.

Objectifs. Si le probléme est bien posé, la théorie de 'optimisation s’attelle dans un second temps a

(i) déterminer le minimum

p—%gﬂ)

(ii) déterminer l'ensemble des minimiseurs (ou des points optimaur)
{z €8, f(z) =p"} = argmin f().
x€eS

Ces deux étapes sont, elles, informelles : on cherche & obtenir des informations sur le réel p* et I’ensemble des
minimiseurs. Théoriquement, ce sont ce qu’on appelle des conditions d’optimalité, qui peuvent étre nécessaires
ou suffisantes. Numériquement, il s’agit de proposer des algorithmes générant une suite (xy) telle que la suite
réelle (f(xy)) converge vers p*, et si possible, telle que la suite (z) converge vers un minimiseur.

Poursuivons en précisant la place occupée par ce cours au sein de la théorie de I'optimisation.
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1 Généralités

e Optimisation continue. Tous les problémes abordés seront des problémes d’optimisation continue (par
opposition a des problémes d’optimisation discréte). Plus précisément, ensemble S sera toujours un
sous-ensemble de R” pour un certain n € N*. Par ailleurs, nombre de résultats établis dans le cours
se généralisent & la situation ot S est un sous-ensemble d’un espace de Hilbert. Pour ne pas alourdir
I’exposition, on se contentera de travailler dans R".

o Optimisation sous contraintes. Ce cours est plus particuliérement consacré a ’optimisation sous contraintes,
c’est-a-dire a la situation ot S est un sous-ensemble strict de ’espace ambiant R™. Néanmoins, de nom-
breux résultats s’appliqueront également au cas ol le probléme n’est pas contraint.

e Optimisation convexe. L’essentiel du cours se focalise sur les fonctions convexes (auquel cas I'ensemble S
sera noté C' et supposé convexe), mais le cas de fonctions et ensembles non convexes sera aussi abordé
ca-et-1a.

o Optimisation différentiable. Bien que cela ne figure pas dans son titre, les fonctions considérées dans ce
cours seront toutes au moins différentiables (au sens de Gateaux dans le pire des cas) sur un ouvert de R™
contenant S. Pour 'optimisation non différentiable (mais convexe), il vous faudra attendre votre cours
d’optimisation de M2.

1.1.2 Contraintes

Dans ce cours, on abordera dans un premier temps la situation de contraintes écrites de maniére générale
et abstraite "z € S", auquel cas on sera amené & considérer des propriétés géométriques et topologiques de S
parmi la liste ci-dessous, relativement exhaustive :

e S est non vide,

e S est fermé,

e S est borné,

e S = ( est convexe.

Une partie entiére de ce cours se spécialisera au cas ou, f étant définie sur tout R", S s’écrit sous la forme
suivante :

S:{xeﬂ, fi(x)SO,ie{l,...,m}ethj(x):O,j6{1,...,p}},

les contraintes étant données par les fonctions f; : @ = R, i € {1,...,m}, h; : Q@ = R, j € {1,...,p}. Le
probléme d’optimisation s’écrira alors

min. f(x)
s.e. filx) <0, i=1,...,m (1.1)

hj(a:):O, j=1,...,p,

ol par convention on choisit d’écrire les contraintes inégalités avec < (une contrainte d’'inégalité u(z) > 0 étant
équivalente & —u(x) < 0).

Bien entendu, tout ensemble S ne s’écrit pas nécessairement sous forme de contraintes d’égalité et d’inéga-
lité, mais un des savoir-faire de 'optimisation consiste & connaitre quels ensembles peuvent 1’étre, et surtout,
de quelle maniére il est bon de le faire.

En effet, I’écriture sous cette forme n’est pas unique, loin de la. Par exemple, on peut remplacer les p
contraintes égalités par les 2p contraintes inégalités h;(z) < 0 et —hj(x) < 0 pour j € {1,...,p}. A l'inverse,
il est possible de ne garder que des contraintes égalités, voire méme de résumer la contrainte sous la forme
h(z) = 0 pour une seule fonction h (voir un exercice de TD).

Bien que ces différentes écritures soient équivalentes au sens ot elle ne change pas le minimum ni I’ensemble
des minimiseurs, elles ne se valent pas. Il sera en effet crucial d’impliquer des fonctions qui soient si possible

e différentiables sur un ouvert 2 C R",
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1 Généralités

e convexes (voire affines pour des contraintes d’égalité),

e indépendantes.
L’indépendance est & ce stade évoquée sans définition précise, mais elle fera ’objet de discussions dans le cadre
de la dualité de Lagrange. Le choix des fonctions a un impact considérable sur

e lapplicabilité de résultats théoriques, que ce soit pour assurer que le probléme est bien posé (et a,
éventuellement, une unique position) ou obtenir des informations sur les minimiseurs,

e 'application fructueuse des divers algorithmes que nous introduirons.

1.2 Différentiabilité

Dans toute cette section, on considére f : 2 — X, avec € ouvert de R", et X un R-espace vectoriel normé
de dimension finie. On rappelle que L(R", X) fait référence aux applications linéaires (donc continues car on
est en dimension finie) de R™ dans X, et que dans le cas ou X = R, on note aussi (R")* = L(R™,R) le dual
de R".

Enfin, toutes les notions de limite et de régularité afférente sont a entendre pour une norme quelconque
puisque toutes les normes y sont équivalentes. Quoi qu’il en soit, la notation || - || fera toujours référence a la
norme euclidienne.

1.2.1 Différentiabilité au sens de Gateaux et Fréchet

Définition 1.1. On dit que f : @ — X est Gateaux-différentiable (abrévié G-différentiable) en z € 2 s'il
existe une application linéaire (continue) A € L(R"™, X) telle que

t t—0

Vh € R,

Dans ce cas, A est unique, on la note d f(z), et on dit que f est G-différentiable sur Q si elle est G-différentable
en tout = de €.

En particulier, une fonction G-différentiable est telle que, pour chaque x € et h € R”, 'application ¢ +—
f(z + th) est dérivable en 0, de dérivée égale a d“ f(x).

Attention, la notion de différentiabilité au sens de Gateaux est assez faible, puisqu’on peut construire des
fonctions G-différentiables en un point sans méme qu’elles y soient continues. Cette notion faible se trouve
néanmoins étre assez naturelle en optimisation, puisqu’elle suffit pour écrire certains développements limités
d’ordre 1.

Rappelons tout de méme la notion plus forte, et plus standard, celle de la différentiabilité au sens de Fréchet.

Définition 1.2. On dit que f :  — X est Fréchet-différentiable (abrévié F-différentiable) en z € €2 s’il existe
une application linéaire (continue) B € L(R", X) telle que

f(z+h) = f(x)+ B(h) + o(h).

Dans ce cas, B est unique, on la note d¥ f(z), et on dit que f est F-différentiable sur € si elle est F-différentiable
en tout x de .

Proposition 1.3
Si f est F-différentiable en x € Q, elle est G-différentiable en x et d¥ f(z) = d¥ f(x).

On note alors indifféremment df (x) la différentielle de f en x € Q.
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1 Généralités

Démonstration : Il suffit d’écrire la F-différentiabilité en th et faire tendre ¢ vers 0. [ |

Dans le cas particulier ot X = R et si f est G-différentiable en = € Q, d°f(z) € (R?)* = L(R",R). Alors, par
le théoréme de représentation de Riesz! dans le cas de la dimension finie, il existe un unique vecteur p € R®

tel que
VYh e R", d°f(z)(h) = (p,h).

On note alors V f(x) := p, appelé vecteur gradient de f en x. C’est donc a fortiori le cas si f est F-différentiable
enz € (). En résumé, si f est G-différentiable en z et comme annoncé plus haut, on a le droit & un développement
limite d’ordre 1 au sens ol pour tout h € R”,

flx+th) = f(x) +t{(Vf(x),h)+ ot).

Réciproquement, si on peut écrire le développement limité f(z + th) = f(z) + t (p, h) + o(t), c’est que f est
G-différentiable en x et V f(z) = p.

Utilisation pratique. La G-différentiabilité est non seulement pertinente en optimisation (on verra qu’elle
est suffisante pour établir diverses conditions du premier ordre), mais surtout bien pratique pour le calcul
de gradients, méme pour des fonctions qui sont manifestement trés réguliéres. En effet, la G-différentiabilité
consiste & prendre des limites de fonctions de la variable réelle t € R et non de la variable vectorielle h € R"
comme dans le cas de la F-différentiabilité.

Par exemple, justifions que, A € M,,(R) étant donnée, la fonction f : R™ — R donnée par f(z) = % (Az, x)
(qui est clairement de classe C*° sur R") a pour gradient Vf(z) = 3(A + AT)z. S'il avait fallu I'établir pour
la F-différentiabilité, on aurait écrit

Flo+h) = flz) + <;(A + ATz, h> + % (Ah, ) |

puis justifié par un calcul supplémentaire que le terme tout & droite est bien un o(h). En revanche, la G-
différentiabilité méne au calcul immédiat, pour h € R™ fixé :

1 1 1
ﬂx+ﬂw:f@ﬂ+t<2UL%AUmh>+2¥<AMh):f@0+t<2QL+AU%h>+o@L
le terme 3 (AR, h) étant une brave constante.

1.2.2 Fonctions de classe C! et C2

Définition 1.4. On dit quune fonction f : Q — X F-différentiable sur  est de classe C! sur Q si 'application
€ Q— df f(z) € L(R™, X) est continue sur §Q.

Toujours par le théoréme de représentation de Riesz, la continuité de x — d¥ f(z) en tant qu’application de
dans L(R™, R) est équivalente & la continuité de z — V f(x) en tant qu’application de Q dans R"™.

Théoréme 1.5

On suppose que f : Q — X est G-différentiable sur Q et que I'application z € Q +— d° f(z) € L(R", X) est
continue sur §2. Alors f est F-différentiable (et donc de classe C!) sur €.

1. L’appel au théoréme de représentation de Riesz a tout de la pédanterie : dans le cas de R", celui-ci est une évidence puisque,
une forme linéaire (continue) ¢ : R™ — R étant donnée, on peut s’écrire p(z) = > xip(es) = (a,z) avec a = (p(e1), ..., ¢(en)).
Néanmoins, y faire référence permet d’instiller I'idée que tout ce qu’on raconte se généralise tel quel au cas ou ’espace ambiant
est un espace de Hilbert et pas seulement R™.
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1 Généralités

En particulier, une fonction de classe C! est automatiquement continue. Ce résultat a un intérét pratique
immédiat : pour montrer qu'une fonction est de classe C!, il n’est pas nécessaire de démontrer qu’elle est
Fréchet-différentiable, mais qu’elle est Gateaux-différentiable, puis de montrer que la différentielle alors obtenue
est continue. Or, comme on 'a vu, la Gateaux-différentiabilité est bien plus simple & manipuler.

Démonstration : Soit x € Q. Il nous faut montrer que f(z + h) — f(x) — d°f(x)(h) = o(h) : on se donne donc
e > 0, et on cherche § > 0 tel que, si ||h|| < 6, alors ||f(x + h) — f(x) — d9f(z)(h)| < €||h|. Pour h € R" fixé
et ¢ € [0,1] notons v(t) = f(x + th); 7 est une fonction dérivable sur [0, 1] puisque f est G-différentiable sur .
De plus, sa dérivée est donnée par t — d% f(z 4 th)(h). Or, comme on suppose que x € Q +— d° f(z) € L(R™, X)
est continue sur €2, on trouve que f est méme de classe C! sur [0,1]. Par conséquent, on a droit & la formule

v(1) —~v(0) = fol ~'(t) dt, ce qui permet d’écrire

f(@+h) — fz) — dOf (@) (h) = / 0 f(z + th)(h) dt — d f (z) () = / (d° f(z + th) — dC f(z))(R) dt.

Par continuité de d%f en z, on peut alors se donner § > 0 tel que ||z —y|| <6 = [d9f(x) —d9f(y)|| < e.
Alinsi, si ||h]| < 0, on trouve

1f(z+h) = fz) = d° f(x)(R)|| < / 149 f (2 + th) — d% f(@)|[[|h]| dt < ]|hl.
0 |

Savoir qu'une fonction est de classe C' nous sera parfois bien utile, par exemple pour assurer la validité de
formules telles que

1
fly) = f(z) = /0 (Vf(x+tly—=)),y—z)dt.

Abordons le sujet épineux des fonctions plusieurs fois différentiables. Pour éviter une trop longue discussion,
on se place dans le cas réel et directement dans la situation des fonctions de classe C?.

Définition 1.6. On dit qu'une fonction f : Q — R est de classe C? sur Q si f F-différentiable sur  est telle
que I'application z € Q — d¥ f(z) € L(R™, X) est de classe C! sur Q. On note alors d?f := d(df).

Dans ce cas, pour chaque z € €, I'application d?f(z) € L(R", L(R",R)) s’identifie & une application bilinéaire
(continue) via Iécriture d?f(x)(h)(k) = d*(f)(x)(h,k) : on garde la méme notation d?f(x) pour 'élément
L(R™, L(R™,R)) et son équivalent bilinéaire (continu). Il se trouve que cette application est toujours symétrique
dans le cadre des fonctions de classe C2.

Proposition 1.7

Soit f : Q — R de classe C? sur €. Alors il existe une unique application V2f : Q — L(R" R") appelée
Hessienne de f telle que

Vo € Q, Vhk e R",  d*f(z)(h,k) = (V*f(z)(h),k).
De plus, pour tout x € Q, Vf2(z) est symétrique, i.e.,

Vh,k € R, (V?f(z)(h), k) = (h, V*f(z)(k)).

On vérifie en fait que la Hessienne n’est autre que la différentielle de 'application gradient, i.e., de 'application
z € Q— Vf(r) € R". Sa matrice dans la base canonique de R" est donnée par (%(fﬁ))l<i7]’<n.
1 J - -

Démonstration: La premiére partie est encore une conséquence du théoréme de représentation de Riesz. Seule la

symétrie n’est pas évidente; elle procéde du théoréme de Schwarz selon lequel 89?_262_ (x) = %(m) pour tout
105 50,
x € Qettousi,je€{l,...,n} (voir vos cours de calcul différentiel de Licence). |
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1 Généralités

1.3 Convexité
Dans cette section, on se donne C' C R™ convexe, c’est-a-dire tel que pour tous z,y € C et t € [0,1],

(1-tix+tyeC.

1.3.1 Les trois notions

Définition 1.8. On dit que f: C — RU {+oo} est
o convexe sur C si

Ve,ye C,Vt€[0,1], f((1—-t)z+ty) <(1—1t)f(x)+1tf(y).
e strictement convexe sur C' si
Ve #£ye O, Vtel0,1], f((1—-t)x+ty) <(1—1t)f(z)+tf(y).

o «-fortement convexe sur C' si

Vey e OV e, F((L— B+ ty) < (1 f() + ££(w) — a0 Dz — )2,

Une fonction est dite fortement convexe sur C' s’il existe a > 0 tel que f soit a-fortement convexe sur C.
Par exemple, si C est un ensemble convexe, la fonction qui vaut 0 sur C' et +00 est convexe sur R™.

On a bien str la série d’implications
a-forte convexité = —  stricte convexité =~ —  convexité.

Enfin, il est bon de noter que

f est a-fortement convexe <= 1z f(x)— %HxHQ est convexe.

1.3.2 Convexité et régularité

Avant de caractériser la convexité pour des fonctions réguliéres, établissons que la continuité est automatique
pour les fonctions convexes (en dimension finie). On utilisera la notion int(A) pour faire référence a 'intérieur
dans R™ d’un ensemble A C R™.

Théoréme 1.9

Soit f : C'— RU{+4o00} convexe. Alors f est continue sur int(dom(f)), ot dom(f) := {z € C, f(z) < +oo}.

Démonstration: Soit z € int(dom(f)). On procéde eu trois temps, en montrant successivement que f est majorée,
puis bornée et enfin continue (en fait méme lipschitzienne) au voisinage de z. Commengons par la caractére
majoré. Tout d’abord, par définition de z, il existe a > 0 tel que B1(z,a) C dom(f). On prend ici la boule pour
la norme || - ||; car cela simplifie un peu la preuve du petit résultat suivant : on peut écrire

Bi(z,a) C conv({y;, j € J})

ot J est fini et les y; tous dans By (z, «). ? En effet, on peut (par exemple) a cet effet choisir les z+e;, i € {1,...,n}.
On se donne désormais M := max{f(y;), j € J}, qui est une quantité finie. Pour z € Bi(z,a), on peut
d’aprés le résultat ci-dessus trouver des réels ¢; € [0,1], j € J sommant & 1 tels que z = Zje.] t;y;. Par
convexité, on trouve alors
fle) <D tf(y;) < M,

JjeJ

2. Pour A C R", on rappelle que conv(A) fait référence a ’enveloppe convexe de A, c’est-a-dire & ’ensemble des combinaisons
convexes d’éléments de A.
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1 Généralités

c’est-a~dire que f est majorée sur Bi(z,a). On en déduit immédiatement qu’elle est minorée sur cet ensemble :
si on se donne x € Bi(z, «), il suffit de construire le point diamétralement opposé u := 2z — x qui satisfait donc
f(u) < M. Par convexité

T+u 1 1 1
1) = 1(557) £ 57@) + 3fW S 5F@+M = f(2) 2 2f(z) - M.
Ainsi, f est bornée sur Bi(z,a) : on peut fixer C > 0 tel que |f| < C sur cet ensemble.

Montrons enfin le caractére lispchitzien, et ce sur By (z, 5). On se donne z,y dans cette derniére boule, et
on pose u =z + (+ — 1)(z —y) ot t €]0,1] est a choisir. Cela correspond encore a x = (1 — t)y + tu, si bien que
par convexité f(x) — f(y) = f((1 —t)y + tu) — f(y) < t(f(u) — f(y)). Pour avoir u € Bi(z, ), on calcule

1 «a 1
hu=2l < o =2l + (3 = 1) le =yl < 5+ (5 = 1) le =yl

-2
et on voit qu’on peut fixer ¢ a la valeur assurant que (% —1)||z—y|l1 = §, ce qui correspond au choix ¢t = %
On trouve donc finalement
4C
£(@) ~ f(9) < () ~ F0) < 208 <~z — .
L’échange des roles de x et y donne le résultat. |

En particulier, une fonction convexe de R™ dans R (qui ne prend donc pas la valeur +00) est continue sur
tout R™. Dans le cas général, on ne peut pas affirmer que f est continue sur tout son domaine dom(f) : la
référence a l'intérieur est nécessaire. On le voit par exemple avec la fonction f: R — R qui vaut 0 sur [0,1] et
+00o en dehors. Celle-ci est convexe sur R, comme on I’a déja vu, et elle est continue sur 0, 1] (I'intérieur de
son domaine), mais pas en 0 ni en 1.

Dans le cadre convexe (et en dimension finie), il n’y a pas lieu de faire de distinction entre la différentiabilité
au sens de Gateaux et celle au sens de Fréchet.
Théoréme 1.10

Soit f : @ — R U {400} avec Q ouvert contenant C'. On suppose que f est convexe sur C. Pour = €
int(dom(f)), f est G-différentiable en z si et seulement si f est F-différentiable en x.

Démonstration: Soit x € int(dom(f)). Par convexité, on sait par le résultat suivant que f est lipschitzienne au
voisinage de x. Supposons désormais par ’absurde que f soit G-différentiable en x, mais pas F-différentiable.
C’est donc qu’il existe une suite (hy) € R™ tendant vers 0 telle que la suite

[+ hy) = fz) = (Vf(x), he)

EL =
1P ’
satisfasse |ex| > € pour tout k& € N, pour un certain £ > 0. Ecrivons alors hj, = tkHZ—:H =: tgvy (c’est donc que
tr = ||hkl]]), et la suite (vg) est alors bornée. Puisqu’on est en dimension finie, on peut donc en extraire une

sous-suite convergeant vers un certain v € R™ via une extractrice ¢, ce qui permet d’écrire

o (Tt e vem) — f(@)
(k) = tga(k)
_ (f(m +tomv) — f()
to(k)

—(Vf(@), %(k>>)

f@ + to Vo) — fl@ + tomv)
to(k)

~ (VS0 ) + (T ()0 = v

Le premier terme tend vers 0 par Gateaux-différentiabilité de f en x, le second aussi par le caractére Lipschitz
de f, et le troisieme tend lui aussi vers 0. C’est donc que la suite €, tend vers 0, en contradiction avec la
minoration |e,(x)| > €. |
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1 Généralités

1.3.3 Conditions des premier et second ordres

La définition méme de la convexité est difficile & manipuler. Si la fonction est réguliére, on dispose heureu-
sement de critére bien pratiques.

Proposition 1.11 (Conditions du premier ordre)

Soit f: Q — RU {400} G-différentiable sur 2, ouvert contenant C. Alors f est
e conveze sur C' si et seulement si

Ve,y e O fly) = f(z) +(Vf(2),y — x)

si et seulement si

Vx,yGC, <Vf(y)—Vf(m),y—:U) 20
o strictement convexe sur C si et seulement si
Ve#yel, fly) > flx)+(Vf(x),y—x)

si et seulement si

Ve#yecC, (Vf(y)-Vf(z),y—=z)>0.
e «-fortement convexe sur C si et seulement si

Va,y €O, fly) 2 f@) + (Vi @)y —a) + 5y — |

si et seulement si

Vz,y e C, (Vf(y)—Vf(z),y—=z)>aly—z|

Démonstration: Voir votre cours du premier semestre. |

Proposition 1.12 (Conditions du second ordre)

Soit f : 0 — RU {400} de classe C? sur 2, ouvert contenant C. Alors f est
e conveze sur C si et seulement si

Vo,ye C, (V2f(z)(y — ),y — z) > 0.
o strictement convexe sur C' si
Vo #y e C, <V2f(x)(y —xz),y—x) > 0.
o «a-fortement convexe sur C si et seulement si

Vz,ye C, (Vif(z)ly—x),y—z)>aly—z|*

NaiM

Attention au "si" (et non "si et seulement si") qui s’est caché dans le cas de la stricte convexité. Lorsque
C = R" (ou un ouvert quelconque de R™), notez que toutes les conditions s’écrivent de maniére équivalente
aprés remplacement de y — x par un vecteur h € R"™ quelconque. On dispose ainsi du critére suivant, spectral,
a partir des matrices symétriques V2f(z), x € R™ : f est

e convexe sur R™ si et seulement si, pour tout x € R, V2f(z) est positive (i.e., les valeurs propres de
V2 f(x) sont positives)
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e strictement convexe sur R™ si pour tout x € R", V2f(x) est définie positive (i.e., les valeurs propres de
V2f(x) sont strictement positives).
e a-fortement convexe sur R si et seulement si pour tout # € R™, les valeurs propres de V2 f(z) excédent a.

Démonstration : Voir votre cours du premier semestre. |

1.4 Problémes bien posés et unicité

Les théorémes assurant qu’un probléme est bien posé reposent sur deux familles d’hypothéses : celles portant
sur S, et celles portant sur f. Concernant S ou f, on verra apparaitre

e des conditions d’ordre géométrique, comme la convexité.
e des conditions d’ordre topologique, comme par exemple le fait que S soit fermé ou que f soit continue.

Notons que dans le cas ou S s’écrit via des contraintes d’inégalité et d’égalité sous la forme

sz{xeRm ﬁ@)g&ie{L”thw@@j:Qje{Lqu}

on obtient un ensemble convexe si les fonctions f; sont convexes sur R" et les fonctions h; affines sur R", et
fermé si toutes les fonctions f; et h; sont continues sur R".

1.4.1 Problémes bien posés : résultats généraux

On appellera suite minimisante une suite (x,,) € SN telle que

f(an) — inf f(z),

n—+oo xS
Une telle suite existe toujours par caractérisation séquentielle de I'infimum, y compris lorsque ce dernier
vaut —oo.

Dans le cadre de I'optimisation sous contraintes, la définition de la coercivité ne change pas.
Définition 1.13. On dit que f: S — R U {+oo} est coercive si
VAeER,IR>0, z€Set|z| >R = f(z)> A.

Cette notion n’a bien stir un intérét que si S n’est pas borné : autrement dit, toute fonction sur S borné est
coercive. Il est bon de connaitre la caractérisation séquentielle de la coercivité,

f est coercive sur S <= V(z,) € SV, |lzn]| = o0 = f(xn) — +oo.

Attention, la coercivité dépend de I'ensemble sur laquelle on la considére : la fonction f : R? — R définie
par f(z,y) = 22 n’est pas coercive sur R?, mais elle I'est sur {(z,y) € R?, |y| < 1}.

Théoréme 1.14
On suppose que
e S est fermé non vide,

o f: S — RU{+o0} est continue et coercive,
alors le probléme (P) est bien posé.

Démonstration : Voir votre cours d’optimisation du premier semestre ou votre cours d’analyse fonctionnelle. |

Lorsque S est borné, la coercivité est superflue dans le théoréme ci-dessus (puisque cette condition devient
vide). Pour insister sur cette situation, on rappelle le résultat associé.
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Corollaire 1.15
On suppose que
e S est fermé borné non vide,

o f:S = RU{+o0} est continue,
alors le probléme (P) est bien posé.

1.4.2 Cas convexe

Rappelons la définition d’un minimiseur local (dans le contexte de 'optimisation sous contraintes). Lorsque
la distinction est nécessaire, un minimiseur pour (P) est appelé minimiseur global.

Définition 1.16. On dit que z* est un minimiseur local de f : S — RU {400} sur S si
JIr >0, Vz € SN B(z*,r), f(z) > f(a*).

On rappelle quelques résultats généraux dans cette direction.

Proposition 1.17

On suppose que C' et f: C — RU {400} sont convexes. Alors tout minimiseur local est global. Si de plus
f est strictement convexe, il ne peut y avoir plus d’'un minimiseur.

Démonstration: Voir votre cours d’optimisation du premier semestre. |

Gréace a ce qui précéde, on peut énoncer un résultat relativement général pour les fonctions fortement
convexes. Celui-repose sur le lemme suivant :

Lemme 1.18

Soient C' convexe et f: C'— RU {400} qui soit a la fois (G-)différentiable sur un ouvert contenant C, et
fortement convexe sur C'. Alors f est coercive sur C.

Démonstration: En effet, on choisit 2o € C' quelconque et on utilise la caractérisation du premier ordre de la
a-forte convexité pour un certain a > 0, selon laquelle

Ve € C, f() 2 flao)+(Vf(ao),a — a0)+ 5 [e—ao|* = T llalP+(V S (x0) — awo, @)+ F(w0)~(Vf(wo), wo) +3 o
soit encore par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
g «@ 2
Ve eC, f(x) = Sl = [V (w0) — o2l + (#(z0) = (VS (z0), 70) + Slwoll?)

Le second membre est un trinéme en ||z, de terme dominant §||z||*. Par conséquent, il tend vers +oo quand
lz]] tend vers 400, et donc f(x) aussi. |

La preuve montre qu’il suffit en fait que la fonction f soit (G-)différentiable en un point.
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2 Approche agnostique

2.1 Conditions d’optimalité du premier ordre

A partir de maintenant et jusqu’a la fin de cette section, on suppose que la fonction f & minimiser est la
restriction d’une fonction différentiable. En d’autres termes, on dispose d’une fonction f définie sur €2, ouvert
contenant S (en pratique, il arrive souvent que cet ouvert soit tout R™), et on cherche & minimiser f sur S.
Ainsi, lorsqu’on fait référence a la différentiabilité de f en un point x € S, on fait référence a celle de la fonction
f définie sur €2 en ce point.

2.1.1 Défilé de cones

Pour obtenir des conditions d’optimalité du premier ordre portant sur un minimiseur local, la philosophie
est toujours la méme : on perturbe localement la fonction autour du point. Avec des contraintes, il faut s’assurer
que la perturbation en question ne nous fait pas sortir de ’ensemble admissible S. Il nous faut donc discuter des
perturbations possibles, envisagées comme directions le long desquelles on perturbe le minimiseur. L’ensemble
de telles directions aura naturellement la structure de cone, ce qui justifie un détour par le joli monde qu’ils
forment.

Définition 2.1. On appelle cone tout ensemble P tel que
Vpe P, VA>0, A\peP.

Attention, un cone ne contient pas nécessairement 0.

Exemples. R", () et plus généralement tout espace vectoriel sont des cones. Pour u € R™, {\u, A > 0}
est un cone de R”. Enfin, P, := {(z,y) € R}, 2 > 0,y > 0}, P, := {(z,9) € R%, 2 > 0} ou P; := {(x,9) €
R?, |y| > z,2 > 0} sont des cones de R2.

Un céne donné vient toujours avec un ami, son céne dual.
Définition 2.2. Si P est un cone, on définit son céne dual noté P* et défini par
P*={z eR", (z,y) >0, Vy € P}.
Plus P est gros, plus son cone dual est petit, c’est-a-dire que si P; et P» sont deux cones satisfaisant P, C Ps,

alors Py C Py.

Exemples. Utilisant les notations précédentes, le cone dual de Py est P = {(z,y) € R2 2 >0,y >0}, et
P, et P3 ont méme cone dual Py = Py = {A(1,0), A > 0}.

Bien qu’un cone puisse étre non convexe (I'union de deux demi-droites par exemple) ou ne pas étre fermé
voire méme ouvert (comme par exemple (R%)? dans R?), son dual est toujours convexe fermé.

Proposition 2.3

Le cone dual est toujours non vide, fermé, convexe et contient 0.

Démonstration: Le caractére non vide est immédiat, puisqu’on a toujours 0 € P*. La convexité se démontre a
la main, et le caractére fermé s’obtient aisément par caractérisation séquentielle : si (z,,) est une suite de P*
convergeant vers x € R", la continuité du produit scalaire permet de passer a la limite dans l'inégalité

vn E N? <xn7y> 2 07

pour chaque y € P fixé. |
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Comme on cherche & se donner des directions possibles le long desquelles perturber un optimum local x*,
on veut se donner la notion de direction la plus large possible. On verra que cela donne des informations sur
le gradient V f(x*) et son appartenance a un cone dual : plus le cone de départ sera grand, plus le cone dual
sera petit et plus cela identifiera le gradient.

La notion la plus naturelle est la suivante.
Définition 2.4. On dit que p € R™ est une direction admissible a S au point z € R" si
de >0, Vt €]0,¢e], z+tp € S.

Une direction p est bien str admissible & S en x si et seulement si ap est admissible pour un certain (et donc
tout) a > 0 : P'ensemble des directions admissibles est un cone.

Bien que tombant sous le sens, cette définition est trop restrictive : dans de nombreuses situations dignes
d’intérét (en particulier dans le cadre de contraintes d’égalité), seul {0} est une direction admissible. Par
exemple, on est confronté & cet écueil avec S := {(x1,79) € R? 2?2 + 22 = 1} en n’'importe quel point z € S.

On y préfére alors une notion plus large (mais plus complexe), celle de cone tangent.

Définition 2.5. On dit que p € R” est tangent a S en un point = € R” §’il existe une suite (pg) € R™ tendant
vers p, une suite (tx) strictement positive tendant vers 0 telles que

Vk eN, xz+tppr €8.

Proposition 2.6

L’ensemble des vecteurs tangents & S en x € R™ est un cone non vide appelé cone tangent 4 S en x et noté
Ts(x). De plus, il vérifie les propriétés suivantes :
e il contient les directions admissibles & S en x,

o Tg(x) =R"siz € int(9),
o Ts(x)=0six¢s,
o il est fermé.

Démonstration: Commengons par justifier qu’il s’agit d’un cone. Si p € Ts(x) et A > 0, on se donne (tx) et (px)
associées & p : on montre que Ap € Ts(z) en posant pour k € N, pr = Ap, tr = %t;€7 deux suites qui tendent
bien vers Ap et 0 respectivement, et de plus z + txpr = « + txpr € S pour tout k € N.

Montrons que Tg(x) contient les directions admissibles. En effet, si p est une direction admissible, on se
donne ¢ > 0 tel que x +tp € S pour tout ¢ € |0, €], et on pose pr = p et t, = £ pour tout k € N*, deux choix qui
montrent que p € Tg(x).

En particulier, si € int(S), on se donne r > 0 tel que B(0,7) C S, et on vérifie aisément que tout p € R"
est une direction admissible & S en x (via le choix € = T Sip# 0). Ainsi, Ts(x) contient R™ et lui est donc
égal.

Reste a justifier que Tig(x) est fermé. On se donne (p(™) une suite de Ts(z), convergeant vers p € R". Par
définition, on peut pour chaque n € N fixé trouver une suite (p,(cn)) d’éléments de R™ convergeant vers p(™) et

(t,(cn)) une suite d’éléments de R convergeant vers 0 telles que

VEeN, z+tpMes.

Admettons un instant le lemme de topologie suivant : si une double suite (u,in)) indexée par k,n € N (d’un espace
vectoriel normé quelconque) est telle que

) (uén))keN converge vers u™) pour chaque n € N,

e (u™),en converge vers u,

alors il existe une extraction ¢ telle que la suite (Ui,k()k))keN converge vers u.
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On applique alors ce résultat aux deux doubles suites (pi")) et (t,g")), obtenant deux suites (pff()k))keN et

(t;k&))keN qui convergent respectivement vers p et 0. Comme par ailleurs,

(k) (k)
VkeN, x4+ t (k) Po(k) € S,

cela montre que p € Tg(x).
Pour ce qui est de la preuve du lemme, on construit ¢ par récurrence. Comme (u,(co))keN converge vers

u(9), on trouve un indice appelé (0) tel que ||u§00()0) —u0] < ﬁ. Comme (ug))k>¢(0) converge vers u(!), on

trouve ensuite p(1) > ¢(0) tel que Hus()l) —uM| < H% Une fois ¢(0),...,¢(ko) construits, on utilise que
(u,(ck°+1))k><p(k0) converge vers u(*o+1) et se donne ensuite @ (ko +1) > ¢(ko) tel que ||ug€((;;i)1) — ko] < k01+2~
Finalement, la suite (u,(f(k)))keN est construite telle que ||ufpk()k) —u®| < %_H 11 suffit alors d’écrire
k k 1
ke, luggy —ull < lluggy — u®l+ [ —ul < ;=g o+ u® ),
les deux termes & droite tendant vers 0 quand k& — +oco0. |
Par exemple, le cone tangent au cercle S = {(z1,72) € R? 22 + 23 = 1} en un point de la forme

(cos(f),sin(f)) € S avec § € R, est donné par la droite engendrée par le vecteur (—sin(f), cos(f)).

Définition 2.7. On appelle cone normal & S au point x € R™ 'ensemble —(Ts(z))*, noté Ng(z), c’est-a-dire

Ns(z) = {d € R", {d,p) <0, ¥p € Ts(z)}.

D’aprés ce qui précéde, cet ensemble est toujours convexe fermé (non vide).

2.1.2 Conditions du premier ordre

Proposition 2.8

differentiable. Alors
e pour tout vecteur p tangent a S en z* (i.e., p € Ts(z*)), (Vf(z*),p) > 0, c’est-a-dire

Vi) e (Ts(z")" <= —Vf(z") € Ns(z).
e si S = (C est de plus convexe, alors

VeeC, (Vf(x¥),z*—z)<0.

Soit f : Q@ — RU {400} telle que f admet un minimiseur local en z* sur S, en lequel f est Gateaux-

On retrouve donc en particulier la condition nécessaire du premier ordre dans le cas non contraint : si S =
R™, toute direction p est admissible (y compris p = —Vf(2*)) et on trouve alors |[Vf(z*)||*> = 0 et donc
Vf(x*) = 0. Cet argument fonctionne plus généralement dés que = € int(.S) : un minimiseur local 2* doit alors

nécessairement satisfaire V f(z*) = 0.
Démonstration: Appliquant la différentiabilité supposée en z*, le long d’un vecteur p tangent & S en z*, on trouve
f@™ +tp) = f(2") + L (Vf(2"),p) + o(b),
On se donne désormais des suites (py) et (t) associées & p, et comme () tend vers 0, on peut écrire

(1)) = LELOPIZIE) o)
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ot le o(1) est & entendre avec k — +o0.

Pour k assez grand, on peut utiliser le fait que z* est un minimiseur local de f sur S, soit f(a*+txpr) > f(z*),
ce qui donne & la limite k — +oo

(Vf(@),p) = lim (Vf(z"),px) > 0.

k—+oco

Lorsque S = C' est convexe, il suffit de remarquer que, pour z € C quelconque (fixé), p = & — z* est une
direction admissible au point z*, et donc un vecteur tangent & S en z*. |

Bien que nous n’en ayons pas besoin ici, il y a en fait équivalence pour S = C convexe entre —V f(z*) € N¢(z*)
et le fait qu'on ait (Vf(z*),2* —x) < 0 pour tout z € C. En effet, comme le montre un exercice de TD, si
z € C, To(z) coincide avec 'adhérence de {t(y — z), y € C, t > 0}.

Proposition 2.9

On suppose que S = C est convexe, et que f : 0 — R est convexe et G-différentiable sur C'. Alors x* est
un minimiseur global du probléme (P) si et seulement si la relation

Vi) € (To(z*)* < —Vf(z*) € No(z). (2.1)

est vérifiée.

Dans le cas non contraint oi C' = R", N¢(2*) = {0} et on retrouve alors le caractére nécessaire et suffisant de
la condition du premier ordre V f(x*) = 0 pour que z* soit minimiseur global, dans le cas convexe.

Démonstration: Le sens direct est une conséquence immédiate des résultats qui précédent. Le sens réciproque
n’est guére plus difficile : par la caractérisation du premier ordre de la convexité, si x* vérifie (2.1), on peut écrire

Veel, f(z)=[f(")+(Vf@),z—-a") = f(a"),
d’ou le résultat. |
Dans la pratique, il est difficile de calculer Ts(x). Le chapitre 3 donnera des critéres suffisants, appelés conditions
de qualification de contraintes, qui permettent d’exprimer Ts(z) simplement lorsque S s’écrit par contraintes
d’inégalité et d’égalité.
2.2 Projection sur un convexe fermé
2.2.1 Théoréme de projection

Commengons par quelques rappels sur la projection sur un convexe fermé.

Théoréme 2.10 (projection sur un convexe fermé)

ien un convexe fermé non vi . X1 un uniqu inimiseur au problém
Soient C' convexe fermé no de de R™ et x € R™. Il existe e minimiseur a obléme
min. ||z — y||
s.c. yeC,

appelé projection de x sur C, et noté Po(x). De plus Po(x) est caractérisé par les conditions
(i) Po() € C,
(ii) Yy € C, (z — Po(z),y — Po(z)) <0,
et lapplication Pg : R® — R" est 1-lipschitzienne.
Enfin, dans le cas ot C' = F est un sous-espace vectoriel de R”, on a R"* = F' @ F= et, pour z € R?, la
projection Pr, appelée projection orthogonale, est linéaire, et Pp(x) est caractérisé par les conditions
(i) Pr(z) € P,
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|anx—Pﬂ@eF¥

En pratique, pour montrer qu’'un candidat z € C est le projeté de x sur C, on utilise souvent la caractérisa-
tion (ii). Il peut aussi arriver qu’on se contente de justifier que ||z — z|| < ||z — y|| pour tout y dans C, ce qui
bien siir caractérise aussi le projeté. Enfin, on trouve sporadiquement des situations ot certaines techniques
d’optimisation de ce cours conduisent & une expression ou une caractérisation équivalente plus simple.

Notons enfin le lemme évident (mais souvent pratique) suivant.
Lemme 2.11

Si C est convexe fermé non vide de R, et « ¢ C, alors Po(z) € 9C.

Démonstration: On note z = Po(x), et on suppose par 'absurde que z € int(C). Alors, pour tout ¢ > 0 suffisam-
ment petit, z + t(z — z) € C. Pourtant, pour de tels ¢ < 1, on a

|z +t(z = 2) =z = (L =]z — 2| <[lz = =[],

ce qui est en contradiction avec I'optimalité de z. |

2.2.2 Projections usuelles

Voici une série de projections élémentaires & connaitre.
e dans R, C =Ry, alors Po(x) = 4 = max(z,0),
asiz<a
e dans R, C' =[a,b], alors Po(z) = xsia <z <b = max(a, min(z,b)),
bsixz>b
e dans R", C' =R, alors Po(x) = ((zi)+)1<i<n,
o dans R", C = [[iL[as, bi], alors Po(x) = (P, p,)(%1)) 1<,
Plus généralement, si C' = C7 x Cy C R™ avec C7 C RP, CQ_C_Rq, p+ g =mn, ou C7 et Cy sont des convexes
fermés non vides (de R? et R? respectivement), alors

Po(z) = Po(x1, ..., xn) = (Poy (21, ... 2p), Poy (Tp1, - - 2p)) -

e si C' = F est un sous-espace vectoriel de R”, alors en notant (e;)1<i<, une base orthonormeée,

r

Pr(z) = (z,e) e,

i=1

e si F est un hyperplan de R”, en notant u un vecteur orthogonal a F (de sorte que F = {u}+ = {z €
R™, <u’ $> = O})»

(@, u)
Jul

Pp(x) =z —

e si C = B(0,1) (ot la boule est bien str & entendre au sens de la norme euclidienne),

x siflz]] <1 1
Po(r) = { =

. = — .
np stllzl>1 max(l, |z])

Proposition 2.12 (double projection)

| Soit C un convexe fermé non vide. Si C' C F' C R", ou F' est un sous-espace vectoriel de R”, alors

2 D 2
L+ —+0 L
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ou Po : F — C est la projection sur C' (définie sur F) et Pp la projection (orthogonale) sur F (définie
sur R™).

Démonstration: Pour z € R”, notons zp = Pr(z) et zc = Po(z). On a
vyel, |lz—zc|® < llz -yl
c’est-a-dire, compte tenu du fait que x — zp est orthogonal a tout élément de F'
VyeC, o —2rl* +llzr — 2ol < 2 — 2pl* + [lzp — 9l

donc
VyeC, |zr—zcl® <llzr -yl

autrement dit B
2o = Po(zr) = Po(zr). [

2.2.3 Projection avec contrainte d’inégalité

Proposition 2.13

Soit C' est un convexe fermé non vide de R™ pouvant s’écrire sous la forme
C={ze€Q, g(z) <0},

avec g G-différentiable sur Q ouvert de R™. Alors pour tout ¢ C, le point z = Po(z) vérifie au moins
I'une des deux conditions suivantes :

(i) Vg(z) =0,
(ii) IN >0, x = z+ AVy(z).

Lorsqu’elle est possible, I’écriture d’un convexe donné sous la forme ci-dessus n’identifie pas g de maniére
unique : si g convient, alors g3 aussi. Ce dernier choix, néanmoins, est a éviter : il nous fait systématiquement
tomber dans le cas le moins informatif (i) dés que = ¢ C. En effet, pour = ¢ C on a Po(z) € 9C, et comme
C = {g < 0}, linclusion claire 9C C {g = 0} (valable dés que g est continue) donne alors ¢g(z) = 0 pour
z = Po(x) avec z ¢ C. En particulier, Vg?(z) = 3¢g2(2)Vg(z) = 0.
Démonstration: Sila condition (i) n’est pas vérifiée, alors Vg(z) # 0. Notant alors F' = Vect(Vg(z)), on dispose

de la décomposition R* = F @ F+ qui permet d’écrire z — z sous la forme

T —2z=AVg(z) + v,

ou X €R et (v,Vg(z)) =0.

Montrons tout d’abord que A > 0. Si x = z, on a A =0 (et v = 0). Dans le cas contraire, pour tout ¢t €]0, 1]
le point u = z + t(x — z) est strictement plus proche de x que z, donc nécessairement g(u) > 0. Comme par
ailleurs, —g(z) > 0, on trouve
9(z +t(x —z)) — g(2)

t

vt €]0,1], > 0,

et en passant a la limite quand ¢ — 0 il vient
(Vg(2),2 — 2) 2 0,

soit A|[Vg(2)]|? > 0, ce qui prouve bien que A > 0.
Montrons maintenant que v = 0. Considérons, pour ¢ > 0 et € > 0 le point u = z+t(v—eVg(z)). La fonction
g étant G-différentiable, on a

g(u) —g(2) =t {v —eVyg(2),Vyg(2)) + o(t)
=t (= V()] + (1)) .
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Pour ¢ > 0 assez petit, le membre de droite est négatif donc g(u) < 0, soit u € C et par conséquent (u — z,x — z) <
0. Aprés simplification par ¢, on obtient donc

(v —eVg(z),A\Vg(z) +v) <0,

ou encore
lv]1* < Ael[Vg(2)]1%.

En faisant alors tendre e vers 0, on obtient donc bien que v = 0, d’ou le résultat annoncé.
Pour finir, A > 0 car sinon on aurait = = z, soit « € C, ce qui est exclu par hypothése. |

2.3 Algorithme du gradient projeté
2.3.1 Définition

L’intuition sous-jacente a I’algorithme du gradient projeté provient alors d’une réécriture un peu alambiquée
de la condition nécessaire et suffisante d’optimalité

x* est minimiseur global <= VexeC, (Vf(z*),z—2*) >0
— Po(zr—Vf")) =2a"
<~ IA>0, Po(z" — AV f(z")) = 2"

Autrement dit, * est minimiseur global si et seulement si, partant de z*, une descente selon le gradient de f
en z* suivie d’'une projection sur C soit une maniére originale de faire du sur-place.

Définition 2.14 (Algorithme du gradient projeté). Soient C' un convexe fermé non vide de R" et f : Q —
R U {+o0} G-différentiable sur €2, ouvert contenant C. On appelle algorithme du gradient projeté, I’algorithme
& deux paramétres zg € R™ et A > 0, donné par la suite définie par

Lo = Zo,
{xm4=?ﬂﬂxkAVfu%». (2.2)

Cet algorithme est en général conceptuel : le calcul de Po(x) pour un x donné nécessite la résolution d’un
probléme d’optimisation quadratique, & savoir
min. ||z — y|
s.c. yedC.

Ainsi, cet algorithme n’a d’intérét que si ’on peut explicitement calculer P, ou & défaut sil’on peut efficacement
résoudre le probléme d’optimisation ci-dessus.

Lorsque C = R", on note que l'on retrouve I'algorithme de descente de gradient usuel, puisque Pg = Id.

2.3.2 Analyse de convergence

On peut néanmoins étudier la convergence de 'algorithme sous cette forme abstraite.

Proposition 2.15

On se donne f et C' satisfaisant les hypothéses précisées dans la définition de I'algorithme
(i) f est a-fortement convexe sur C,

(ii) Vf est L-lipschitzienne sur C.
Alors le probléme (P) admet un unique minimiseur z* € C et pour tous zp € R™ et A\ € ]0,%%[,
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2 Approche agnostique

I’algorithme du gradient projeté converge linéairement vers x*, avec convergence linéaire de paramétre
q(\) == V1 —2a)\+ L2)2, via

vk EN, fap — 2| < ¢"(V)l|zo — 27|

Rappelons que, sous ces hypothéses, on a nécessairement o < L.

Démonstration: L’ensemble C' est fermé non vide, et f y est coercive (car G-différentiable et fortement convexe, cf
le lemme (1.18)). Sans hypothése supplémentaire, il n’est pas garanti qu’elle soit continue sur C' ce qui permettrait
de conclure que le probléme est bien posé et admet un unique minimiseur. On va voir par un argument direct
que le probléme admet un unique minimiseur z* € C. La remarque faite plus haut montre que z* est minimiseur
global si et seulement s’il s’agit de I'unique point fixe de ’application

Oz Po(x— AV f(x)),

qui correspond exactement & Papplication itérée par I'algorithme au sens ot 41 = ®(zx). On va maintenant
chercher & montrer que cette application est en fait contractante pour A assez petit, ce qui permettra de conclure a
la convergence linéaire grace au théoréme du point fixe appliqué dans le complet R™. Pour z, 2’ € R" quelconques,
on calcule en utilisant le caractére 1-lipschitzien de Po puis les deux hypothéses du théoréme :

[@(2) — @()||* = [|[Po(z = AV f(2)) — Po(2' = AV f())]]?
<z = AVf(2) = 2" + AV = ||z = 2|7 = 20 (z = 2/, V f(2) = V() + ||V f(2) = V()]
<z =212 = 22allz = 2| + ALz — 2'||?
< (1=2aX+ L2\?)|z — 2|2
Ainsi, la fonction ® est g(\)-lipschitzienne, avec
q(N)? = (1 — 20X + L2)?).

On vérifie sans difficulté que g(A) < 1 si et seulement si A € ]0, 23[. Lorsque A est choisi ainsi, le théoréme du
point fixe donne 'existence d’un unique minimiseur x* ainsi que la convergence linéaire de (xy) vers z* avec
'estimation voulue ||z — 2*|| < ¢*(\)||zo — z*|. |
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3 Dualité de Lagrange

Dans cette section, on se consacre au cas ot S s’écrit par le biais de contraintes d’inégalité et d’égalité,
c’est-a-dire

min. f(x)
s.c. fi(x) <0, i=1,...,m (3.1)
hj(x) =0, j=1,....p,

qui correspond & ’ensemble de contraintes
S = {er, file) <0,ie{l,...,m}et hj(z)=0,j € {1,...,p}},

ot 2 C R™ est un ouvert de R" (on aura trés souvent 2 = R™).

De nombreux problémes s’écrivent sous cette forme qui, on le rappelle, est tout sauf unique en terme de
choix des fonctions.

Définition 3.1. On dira que le probléme (3.1) est convexe si 2 est convexe et si

e les fonctions f et f;, i =1,...,m sont convexes sur )
e les fonctions hj, j = 1,...,p sont affines.
On résumera alors les contraintes d’égalité h;(xz) =0, j = 1,...,p sous forme matricielle concise Az = b avec

Ae Mpn(R) et beRP.

Dans le cas ou le probléme (3.1) est convexe, notons que l’ensemble S est alors manifestement convexe.

Régularité. Enfin, on fait ’hypothese que les fonctions f, f;, 2 = 1,...,m, h;, j = 1,...,p sont de classe
C' sur Q. On mentionnera ca-et-1a les hypothéses minimales nécessaires : pour la plupart des énoncés, la
différentiabilité au sens de Gateaux est en réalité suffisante.
3.1 Approche géométrique
3.1.1 Cobne linéarisant
Comme on l’a vu, la condition nécessaire du premier ordre pour l'optimalité locale est donnée par
Vi) € (Ts() <« —Vf(z)e Ns(n).

Dans le cadre de contraintes d’inégalité et d’égalité, tout l'enjeu est de caractériser Ts(x) de maniére & ce que
son cone dual ait une expression propice aux calculs. L’idée centrale va étre de linéariser les contraintes au
voisinage du point x.

Définition 3.2. Soit x € S. On appelle contraintes actives en x celles qui s’annulent parmi les contraintes
d’inégalité, et on note

I(x):={ie{1,...,m}, fi(z) =0},

les indices correspondants.

Définition 3.3. Pour x € S, on appelle cone linéarisant & S en x I’ensemble des p € R™ tels que
Vi€ I(z), (Vfi(z),p) <0, Vje{l,...p}, (Vhj(z),p) =0.

On note Tk(x) cet ensemble.
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Notons que cet ensemble est bien un cone, et qu’il est toujours convexe fermé. Par ailleurs, il est bel et bien

lie

au cone tangent.

Lemme 3.4

Pour tout x € S, on a
Ts(z) C TS(x).

Démonstration: Soit p € Tg(z). On trouve donc (tx) positive tendant vers 0, (p) tendant vers p, telles que

T + tppr € S pour tout £ € N. On a donc pour tout k € N,
Vie{l,....m}, filx +tgpr) <0, Vje{l,....p}, hj(z + tkpr) = 0.
On fixe 7 € I(x), de sorte que f;(x) = 0. Un développement limité fournit
filw + trpr) = te (V fi(2), pr) + o(tr) < 0.

On divise par t; puis fait tendre k vers +oo pour obtenir le résultat. L’idée est la méme pour montrer que
(Vhj;(z),p) = 0 pour tout j € {1,...,p}. |

De plus, contrairement & son pendant non linéarisé, on peut calculer de maniére trés explicite le céne dual

de

T§ ().

Proposition 3.5

Le cone dual (T(x))* est donné par 'ensemble des ¢ € R™ tels qu'il existe A = (Mi)ier@) € R'ﬂx)', veRP
tels que

q
—q = iV fi(z) + Z I/thj($).
(z) j=1

i€l(x

Démonstration: Pour montrer ce résultat, il vaut mieux l'abstraire et justifier que, étant donnés [ vecteurs

v1,...,0;, et p vecteurs wy, ..., w, de R™, le cone
P:={peR", Vie{l,...l},{vi,p) <0, Vje{l,...,p}, (w;,p) =0}

est de dual donné par

l P
Pr=3 =Y Nvi—> vw;, AeR,, v eR?
i=1 j=1
On note momentanément V' cet ensemble. Montrons le sens évident. Soit ¢ € V' qui s’écrit donc g = — 22:1 AU —

Z§=1 vjwj, A € R, v € RP. Un calcul immédiat montre que (p,q) > 0 pour p € P, ce qui montre que q € P*.

Le sens réciproque est plus difficile, et repose sur le théoréme de séparation stricte A.4. Soit ¢ € P*, dont
on suppose par ’absurde qu’il n’est pas dans V. Or V est un convexe fermé non vide ; on peut donc séparer V'
et {¢q} strictement, c’est-a-dire qu’on trouve u € R™ non nul tel que

(u,q) < inf (u,2).

Comme 0 € V, l'infimum est négatif est (u,q) < 0. En fait, 'infimum vaut alors exactement 0 du fait que V' est
un codne. Si ce n’était pas le cas, c’est-a-dire si I'infimum était strictement négatif, on trouverait zg € V tel que
(u, z0) < 0. Mais alors tzq est dans V pour tout ¢ > 0, d’ou (u, q) < (u,tz), ce qui aprés division par t et passage
a la limite ¢ — 400, donnerait (u, zg) > 0.

On va désormais montrer qu’on a nécessairement v € P, ce qui conduire a (u,q) > 0 puisque g € P*, et

donc a une contradiction. Pour j € {1,...,p}, on commence par choisir z = w; puis z = w; qui sont bien des
vecteurs de V, ce qui donne (u,w;) > 0 et (u, —w;) < 0 et donc (u,w;) = 0. Pour i € {1,...,l}, on choisit
ensuite z = —v; € V, obtenant (u, —v;) > 0, et donc (u,v;) < 0. Finalement, u € P ce qu’il fallait démontrer. W
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La délivrance viendrait donc de I'inclusion réciproque a Ts(x) C ng(x) Voici deux contre-exemples montrant
qu’il n’y a pas égalité en général. Si S = {(z1,72) € R%, 0 < x5 < 23}, on constate que, pour x = (0,0),
Ts(z) = Ry x {0}, et Th(z) = R x {0}. De méme, le cas S = {(z1,22) € R?, 27 < 23} conduit pour
z = (0,0) a Ts(z) = S et T4(z) = R2 Notons que T(x) est toujours convexe alors que Ts(x) ne l'est pas
systématiquement ; le dernier contre-exemple est une situation de ce type.

3.1.2 Qualification des contraintes et conditions de KKT

Vue l'importance de 1'égalité Tis(z) = T4(z), on donne a un nom & cette situation.

Définition 3.6. Soit x € S. On dit que les contraintes sont qualifiées en z € S si Tg(z) = Th(x).

Attention, cette propriété n’est pas intrinséque a l’ensemble S, mais dépend des fonctions utilisées pour le
décrire.

Définition 3.7. On dit que = € Q satisfait les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) s’il existe (\,v) €
R™ x RP tels que
o Admissibilité primale :

Vie{l,...,m}, fi(z) <0, et Vje{l,...,p}, hj(z) =0.

o Admissibilité duale :

ViE{l,...,m}, i >0

e Condition de complémentarité :
Vi € {1, e ,m}, A fl(ﬁ) =0,

o (Condition de stationnarité :
+§:AVﬁ +§:%Vh

Les vecteurs (A, v) € R x RP sont appelés multiplicateurs de Lagrange associés a x.

Notons que la premiére condition signifie simplement que x est admissible, i.e., z € S. La condition de
complémentarité, quant a elle, s'interpréte ainsi : si pour ¢ € {1,...,m}, \; > 0, alors fi(z) =0 (i.e., i € I(x),
la contrainte est active). Réciproquement, si la contrainte n’est pas active, alors nécessairement )\1 =0.

Proposition 3.8

On suppose que z* € S est un minimiseur local pour le probléme (3.1). Si les contraintes sont qualifiées en
x*, alors x* satisfait les conditions de KKT.

Démonstration: Soit £* un minimiseur local. Comme z* € S, on a automatiquement la premiére condition.
Le point étant un minimiseur local, on a en outre Vf(:c ) € (Ts(x*))* = (T(x*))*, la derniére égalité étant

I’hypotheése des contraintes qualifiées. Ainsi, il existe A= (Al)lel(m*) € ]RI (@ )I, v € RP tels que

—Vf(z }:,va E:%Vh
i€l(x

On considére alors le vecteur A € R™ obtenu en complétant le vecteur A par des zéros. On a donc bien la deuxiéme
condition puisque A > 0, la troisiéme puisque A} f;(z*) = 0 si ¢ € I(z*) (auquel cas f;(z*) = 0) et si i ¢ I(z*)
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3 Dualité de Lagrange

(auquel cas A; = 0 par construction). Enfin, la quatriéme condition

m

P
Vi) + Y NV i) + > vVhi(a*) =0
i=1 j=1
est vérifiée. ]

Dans ce cours, on considérera la condition de qualification suivante.
Définition 3.9. On dit que = € S est un point régulier par rapport aux contraintes si les gradients
Vfi(z), i € I(x), Vhj(z), je{l,...,p}
sont linéairement indépendants.

Par exemple, on vérifie que dans le cas de S = {(z1,72) € R%, 0 < x5 < 29}, (0,0) n’est pas régulier par
rapport aux contraintes (ce qu'on savait déja puisqu’on a vu que Ts(z) # Th(z)).

Théoréme 3.10

Soit € S. Si x est un point régulier par rapport aux contraintes, alors les contraintes sont qualifiées en x.

Démonstration: Le résultat est admis. Il s’appuie sur le théoréme des fonctions implicites et requiert donc la
régularité C* (au moins localement). |

Mettant bout & bout tous les résultats obtenus, on a obtenu ce qui suit.
Corollaire 3.11

On suppose que z* € S est un minimiseur local pour le probléme (3.1). Si z* est régulier pour les contraintes,
alors x* satisfait les conditions de KKT.

3.1.3 Pratique des conditions de KKT

En pratique, on utilise ce résultat comme on le fait pour toute condition suffisante : on commence par
étudier 'ensemble des points réguliers de I’ensemble S pour I’ensemble des contraintes d’inégalité et d’égalité
que l'on s’est donné pour le décrire. On écrit alors les conditions de KKT pour ces points, ce qui sélectionne
un ensemble de points trés restreint, surtout lorsque l'on travaille en petite dimension. On compare enfin la
valeur prise par la fonction f en ces points et en les points non réguliers pour voir ceux qui I’emportent parmi
ces candidats.

Considérons un exemple pour illustrer la méthode, donné par le probléme
max. I+ T2
sc. a3 <4

(l’l — 1)2 —I—x% > 1.

Mise sous forme canonique. Sa forme canonique est

min. — X1 — X2
sc. xf+xi—4<0
1—(x1 — 1) — 23 <0,
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Caractére bien posé. Le probléme n’est pas convexe, mais I’ensemble est fermé borné et la fonction objectif
continue : le probléme est bien posé. On note

V(z1,22), fl21,22) = —21 — 22, fi(z1,22) = 27 + 25 — 4, fo(w1,32) =1 — (31 — 1)> — a3.

Recherche des points réguliers. Les fonctions impliquées sont de classe C!, et un calcul direct donne
V(z1,2) €R?, Vf(z1,m9) = (=1,-1), Vfi(w1,22) = (221,232), Vfaw1,22) = (—=2(x1 — 1), —222).

On vérifie sans difficulté qu’il n’y a qu’un seul point ou les deux contraintes sont actives, j’ai nommé (2,0).
En ce point, les gradients V f1 et V fa sont liés, donc ce point n’est pas régulier. Pour le reste, lorsque seule la
premiére ou la seconde contrainte est active, on vérifie que la gradient correspondant ne s’annule pas : tous les
points de S sont réguliers pour les contraintes, a I’exception de (2,0).

Conditions de KKT. Soit x = (z1,22) € S un minimiseur local, dont on suppose qu’il est régulier, i.e.,
x # (2,0). Il satisfait donc les conditions de KKT : il existe A1, A2 positifs tels que

A fi(z,22) =0, Ao fo(z122) =0

et
Vf(z1,22) + MV fi(z1, 22) + XV fi(z1,22) = 0.

On distingue alors plusieurs cas selon la nullité des \; (ou de maniére équivalente, selon les contraintes actives
en x).

Premier cas : Ay > 0, A2 > 0. Ce cas de figure ne se présente pas puisque cela impose fi(x1,x2) =
fa(z1,22) = 0 et donc x = (2,0), point non régulier qu’on a exclu.

Deuzieme cas : A1 = 0, Ay = 0. Ce cas correspond & un minimum local a Uintérieur de S, soit V f(z) = 0,
condition qui n’est jamais vérifiée puisque le gradient de f ne s’annule pas.
Troisieme cas : A1 = 0, Ag > 0. On a alors fo(z) = 0, soit (1 —1)? + 23 = 1. La condition de stationnarité
donne en outre
(_17 _1) + A2(_2(':U1 - 1)’ _2$2) = O’

et ce systéme en (A2, x1,22) se résout de maniére unique en x = (1 — Q, —@), associé a A\ =0, Ay = @
Quatrieme cas : A > 0, Ay = 0. On a alors fi(z) = 0, soit % + 22 = 4. La condition de stationnarité donne
en outre

(—1, —1) + )\1(23:1, 2x2) =0,
et ce systéme en (A1, 21, 72) se résout de maniére unique en x = (v/2,/2), associé a \; = ﬁ, Ao = 0.
V2 V2

Conclusion. On a donc au final trois points candidats pour le titre de minimiseur global : x = (1 -5, —%%)

z = (v/2,v/2) et le point non régulier z = (2, 0). Evaluant f en chacun de ces points, on trouve que z = (v/2,v/2)
est I'unique minimiseur local, qui est donc global.

3.2 Lagrangien, dualités faible et forte

Venons-en & une autre maniére d’introduire les conditions de KKT, par dualité (de Lagrange). Cette
approche est complémentaire & la précédente.
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3.2.1 Pénalisation et Lagrangien

La philosophie de nombreux problémes qui font appel & la dualité consiste a remplacer le probléme initial,
contraint, par un probléme qui ne ’est plus : on bénéficie alors de toute l'outillerie de 'optimisation sans
contraintes.

La maniére la plus brutale et directe de raisonner ainsi consiste, pour un probléme générique contraint

min. f(z)

3.2
s.c. x €S, (32)

& considérer le probléme non contraint totalement équivalent
min.  f(z) 4 ds(z),

ou la fonction dg vaut 0 sur S et +oo ailleurs. Le défaut principal de cette réécriture réside dans la perte de
régularité qu’elle engendre : la fonction f + dg est terriblement irréguliére. Nous n’explorerons pas cette voie
dans ce cours, qui est consacré aux problémes différentiables.

Pourtant, sachez que cette approche est au centre de nombreuses approches théoriques et numériques
en optimisation (au moins dans le cas convexe), via la théorie de l’analyse conveze. C’est ce point de vue
extrémement élégant et fécond que vous adopterez en grande partie lors de votre cours de M2.

A contrario, nous étudierons ici une approche plus douce, sous la forme

min.  f(z) + p(x), (3.3)

ol p pénalise le fait que = ne soit pas dans S, mais de maniére bien moins extréme qu’en prenant la valeur
+00. Voici la maniére dont nous pénaliserons les contraintes, c’est I’approche par dualité de Lagrange.

Définition 3.12. On appelle Lagrangien associé au probléme (3.1) la fonction L : Q x R™ x RP — R définie
par

m p
V(@A v) € AxR™ xRP, Lz, \v) = f(z) + Y Nifi(z) + Y vihi(x).
i=1 Jj=1

Définition 3.13. On appelle fonction duale associée au probléme (3.1) la fonction g : R™ x R — RU {—o0}
définie par
V(A v) e R™ xRP g(\v)= ingL(m,)\, v).
Tre

Pour un couple (A, v) donnés, il se peut que 'infimum soit —oo, valeur que peut donc prendre la fonction g.
Le premier résultat a propos de la dualité de Lagrange est évident mais pourtant crucial.

Proposition 3.14

La fonction g est concave sur R x RP,

Démonstration: Pour z € Q fixé, la fonction (\,v) — L(x, A, v) est affine donc concave. Ainsi, g I'est aussi comme
infimum de fonctions concaves. |

Pour véritablement prendre en compte notre aversion a ce qu’on ait fj(z) > 0, il est temps de nous
restreindre & A > 0, ce qui permet de comparer la fonction g a la fonction f. En effet, pour x € S, (\,v) €
R x RP, on trouve L(z,\,v) < f(x), ce dont on tire

Vo€ S, ¥(\v) ERT xR?,  f(x) > g(\v),
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3.2.2 Probléme dual

Notons que cela peut encore s’écrire
V(A v) e RT X RP, p* > g(\v)
et que ce résultat signifie, en d’autres termes, que g(A, v) est une borne inférieure a 'infimum p* pour n’importe
quel choix de (A,v) € R x RP.

Par conséquent, il est naturel de considérer la meilleure telle borne, c’est-a-dire le probléme d’optimisation
sous contrainte suivant.

Définition 3.15. On appelle probléme dual du probléme d’optimisation d’origine le probléme

max. g(\,v)

D
s.c. A>0. (D)

On note d* le supremum associé & ce probléme.

Le probléme d’optimisation d’origine est alors appelé probléme primal. Une variable z* € S minimiseur du
probléme primal est souvent appelée wvariable primale optimale, alors qu’une variable (A*,v*) € R x RP
maximiseur du probléme dual est appelée variable duale optimale.

Notons qu’il s’agit d’un probléme convexe au sens de la terminologie de cette section (modulo les change-
ments de signe appropriés), puisque la fonction g est concave, les contraintes d’inégalité sont convexes (elles
sont méme affines, i.e., —A < 0), et il n’y a pas de contraintes d’égalité.

Exemple détaillé. Donnons-nous un premier exemple instructif
min. (¢, )
s.c. x>0,
Az =,

ouceR" Ae M,,(R),beRP. On trouve alors

V(z, A\ v) ER" x R™ x RP,  L(z,\v)=—(bv) +{c— A+ ATv,z),

et donc pour (A\,v) € R x RP, g(\,v) = —co sic— A — ATv 0, et — (b,v) sinon. Une maniére compacte
d’écrire le probléme dual est alors
max. — (b,v)
s.c. A>0,

c— A+ ATv =0,
ou encore
max. — (b,v)
sc. ATv4+e¢>0,

Ces différents problémes équivalents (au sens ou ils s’obtiennent les uns a partir des autres de maniére immé-
diate) ne constituent pas stricto sensu le probléme dual (D), mais on se permet abusivement d’y référer comme
tel.

Les formulations équivalentes jouent un role important en ce qui concerne la régularité du probléme dual :
dans sa forme originelle, on a trés souvent g(\, ) = —oo sur une portion conséquente de 'ensemble R’ x RP,
c’est-a-dire que le probléme dual est donc a priori trés irrégulier. A I'inverse, le fait d’encoder les situations
par le biais de contraintes peut permettre d’exhiber une fonction trés réguliére, comme le montre I’exemple
ci-dessus.

26,/40



3 Dualité de Lagrange

3.2.3 Dualités faible et forte

Rappelons le résultat évident f(x) > g(A,v) pour tout € S, (A\,v) € R} x RP de maniére équivalente,
mais compacte.

Proposition 3.16 (dualité faible)

Il y a dualité faible, c’est-a-dire

p*>d*.

Comme le but originel est de calculer p*, on se demande naturellement si par hasard on aurait égalité.
Définition 3.17 (dualité forte). On dit qu'il y a dualité forte si p* = d*.

Lorsqu’il y a dualité forte, on peut donc de maniére alternative résoudre un autre probléme d’optimisation
pour essayer de déterminer p*. Ce probléme alternatif, dit dual, est toujours convexe. On est donc passé d’un
probléme d’optimisation en dimension n avec m contraintes d’inégalité et p contraintes d’égalité, a& un probléme
d’optimisation convexe en dimension m + p avec m contraintes d’inégalité (affines).

3.2.4 Interprétation par point-selle
De maniére tout & fait générale, on peut discuter des dualités faible et forte en exploitant le résultat

inf ,v) > sup inf o(u,v), 3.4
52U225¢%u70._52552U94u v) (3.4)

valable pour n’importe quels ensembles U, V', et fonction ¢ : U x V — R.

En effet, on se convainc facilement qu’on obtient la dualité faible via

p* = inf f(x) = inf sup L(x,\,v 3.5
z€eS ( ) zeS ()\,V)ERTXRP ( ) ( )
> sup inf L(z, A\, v) (3.6)
(\v)ERT xRP TES
> sup inf L(x, A\, v) (3.7)
(\v)ERT xRp TEL
= sup g\, v) =d~, (3.8)

Av)ERT xRP
+

appliquant la propriété (3.4) au cas U = S, V = R x RP et ¢ = L pour la premiére inégalité, et passant de
Iinfimum sur S a celui sur le plus grand ensemble (2 dans le second.

Continuous avec le cadre abstrait général, remarquant que le cas d’égalité dans (3.4) s’obtient dés qu’il
existe un point-selle a la fonction ¢ au sens suivant.

Définition 3.18. On dit que (u*,v*) est un point-selle de ¢ sur U x V si
V(u,v) €U xV, o(u*,v) < p(u*,v") < o(u,v").

Cela signifie que u* minimise la fonction u — p(u,v*) sur U, et que v* maximise la fonction v — @(u*,v)
sur V.
Lemme 3.19

Il y a équivalence entre
(i) (u*,v*) est point-selle de la fonction ¢ sur U x V/,
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3 Dualité de Lagrange

(i) il y a égalité dans (3.4), i.e.,

inf su u,v) = sup inf o(u,v),
1£Um€5w( ) v€5u€U¢(, )

et de plus

u* minimise u — sup p(u,v) sur U, v* maximise v — inf ¢(u,v) sur V.
veV uelU

Démonstration : Montrons le sens direct. On a en effet d’une part

u*,v*) = inf o(u,v*) < sup inf o(u,v),
p(u’v") = inf ¢(u,v") < sup inf o(u,v)
et d’autre part

(U, v*) = sup p(u*,v) > inf sup p(u,v),

vEV uel yev
L’inégalité dans (3.4) montre que toutes ces quantités sont égales, d’ot ’égalité voulue, mais aussi la deuxiéme as-
sertion puisque I’on dispose alors des égalités sup, ¢y @(u*,v) = inf ey sup, ey ©(u,v) et sup, ey infyey @(u,v) =
infyeu @(u, v*).
Réciproquement, I’égalité dans (3.4) et 'hypothése donnent de concert

sup (u*,v) = inf sup p(u,v) = sup ing o(u,v) = inIfJ o(u,v).
ue

veEV uwel yev veV U€
Or
p(u*,v*) < sup p(u*,v) = inf p(u,v*) < e(u*,v*),
vevV uelU
ce qui montre que toutes ces quantités sont égales et donc le résultat. |

Interprétons ces résultats dans le contexte qui nous intéresse. Il faut prendre garde au fait qu’il y a une
inégalité en plus de (3.4) qui est impliquée dans la série d’inégalités (3.5), celle-ci devant aussi étre une égalité
pour avoir dualité forte. 3
Corollaire 3.20

Il y a équivalence entre
(i) il existe un point-selle (z*, (A\*,v*)) € S x (R* x RP) au Lagrangien sur Q x (R7* x RP),
(ii) il y a dualité forte, et de plus #* € S est une variable primale optimale, (A*,v*) € R* x R? une
variable duale optimale.

3.3 Conditions de KKT, le retour
3.3.1 Dualité forte et KKT

Il n’y a plus qu’a détailler un peu ce que signifie étre point-selle du Lagrangien pour retrouver sur les
conditions de KKT.
Proposition 3.21

On suppose qu'il y a dualité forte p* = d* et que p* et d* sont atteints par z* et (A\*, v*), respectivement.
Alors z* satisfait les conditions de KKT, de multiplicateurs de Lagrange associés (A\*, v*).

3. Le résultat utilisé est donc en fait une généralisation immeédiate du précédent, étant donnée une fonction ¢ : U, x V' — R avec
U C U, (cf S et © dans le cas de la dualité de Lagrange) pour laquelle on a toujours inf,cu sup, ¢y (4, v) > sup, ey infucu, ¢(u,v).
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3 Dualité de Lagrange

Démonstration: La condition de point-selle s’écrit
x* € S minimise x — L(z, \*, v*) sur Q, (A%, v*) € R x RP maximise (A, v) — L(z*, \,v) sur R" x RP,

et les deux premiéres conditions de KKT sont déja vérifiées.

Comme (2 est ouvert, la premiére condition implique que le gradient de la fonction x — L(z, \*, v*), s’annule
en x*, c’est-a-dire précisément la condition de stationnarité

m p
i=1 j=1

Quant a la seconde condition, elle équivaut au fait que (A*, v*) € R x RP maximise >~ ; ; fi(z*). Cette derniére
quantité apparait comme la somme de quantités toutes négatives et ne peut donc excéder 0, valeur qu’elle atteint
si et seulement si chaque terme est nul, ce qui correspond a A} f;(z*) = 0 pour tout ¢ € {1,...,m} : revoila la
condition de complémentarité. |

3.3.2 Suffisance et nécessité des conditions de KKT

Commencgons par regarder la suffisance des conditions; vous devez commencer & étre habitués au fait que
la convexité est une condition qui méne typiquement & cet état de fait.

Proposition 3.22

On suppose que le probléme (3.1) est convexe. Si x* € ) satisfait les conditions de KKT de multiplicateurs
de Lagrange associés (\*,v*), alors z* est primal optimal (et de plus, (A*,v*) est dual optimal et il y a
dualité forte).

Démonstration: Grace a l'interprétation par point-selle fournie par le corollaire 3.20, la preuve est immédiate. En
effet, la condition du premier ordre, qui est nécessaire pour exprimer la minimisation de x — L(z, \*,v*) sur Q
par z* € S, devient suffisante. Ainsi, (2*, (A\*,v*)) € S x (R} x RP) est un point-selle de L sur @ x (RT" x R?). W

Pour ce qui est de la nécessité, la proposition (??7) laisse un gott d’inachevé puisqu’il faut supposer la
dualité forte. L’idéal est de disposer de conditions suffisantes qui ’assurent.

On considére dans ce cours une des plus célébres et des plus usitées d’entre elles, la condition de Slater, qui
a le mérite d’étre trés faible. A I'instar de la notion de point régulier, celle-ci dépend des contraintes utilisées
pour définir S'; elle n’est pas intrinséque & S.

Définition 3.23. Lorsque que le probléme (3.1) est convexe, on dit qu'il satisfait les conditions de Slater s’il
existe z € € tel que
Vie{l,...,m}, fi(x)<O et Az = 0.

Théoréme 3.24

On suppose que probléme (3.1) est convexe et que les conditions de Slater sont satisfaites. Alors il y a
dualité forte et 'optimum d* du probléme dual est atteint s’il est fini.

Corollaire 3.25

On suppose que le probléme (3.1) est convexe et satisfait les conditions de Slater. Si z* € €2 est un minimiseur
de (3.1), alors il satisfait les conditions de KKT (et le multiplicateur de Lagrange associé (A\*, v*) est dual
optimal, avec dualité forte).

Démonstration du corollaire: D’aprés le théoréme, il y a dualité forte et comme on suppose avoir un minimiseur
du probléme (3.1), c’est que p* est fini et donc d* = p* aussi, et celui-ci donc atteint. Si on note alors (A*,v*)
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3 Dualité de Lagrange

une variable duale optimale, la proposition 3.21 montre que x* satisfait les conditions de KKT de multiplicateur
de Lagrange associé (A*,v*). |

Démonstration du théoréme: On peut montrer que les conditions de Slater sont des conditions de qualification
de contraintes, c’est-a-dire que sous les conditions de Slater, tout point z € S satisfait Ts(z) = T(z). On utilise
ici une approche cousine, que 1’on présente dans le cas plus simple oi1 il n’y a pas de contraintes d’égalité.

Si p* = —o0, d* = —oo par dualité faible, donc p* = d*. Comme la condition de Slater donne 'existence de
T € ) tel que f;(T) < 0 pour tout ¢ € {1,...,m}, on dispose d’un point admissible si bien que p* # +oc. Il nous
reste donc & traiter le cas p* fini.

On note
C:={(u,v) eR™" xR, Jx € Q, f(z)<vetVie{l,...,m}, filz) <wu},
qui est convexe, et non vide puisqu’il contient tous les points (f1(x),..., fm(x), f(z)) pour x € Q. On note aussi
qu’il satisfait la propriété suivante : si (u,v) € C, (v/,v") € A pour tous v’ > u, v’ > v. En fait, on peut obtenir C
A partir de

B ={(fi(2),..., fm(2), f(2)), z € Q},

I’ensemble C' se construisant en y ajoutant tous les points qui y sont "supérieurs", c’est-a-dire que C' := B —HRT'H.
Montrons que (0, p*) € R™ x R n’est pas dans l'intérieur de C. Sinon, (0, p* — €) serait dans C pour € assez
petit, ce qui fournirait l’existence de x admissible tel que f(x) < p* — ¢, contredisant la définition de p*.

Finalement (0, p*) ¢ int(C), et on montre aisément que (0, p*) € C a Paide d’une suite minimisante. On peut
donc trouver par théoréme de séparation A.3 un hyperplan séparant C' et (0, p*), c’est-a-dire qu’il existe A € R™,
Ao € R avec (A, Ag) # 0 tels que

V(u,v) € €, (A Ao), (4, 0))gmer = (A t)gm + Aov = (A X0); (0,7)) gmss = Aop™

Cette inégalité fournit immédiatement le fait que A > 0, A\g > 0. En effet, si ce n’était pas le cas et ayant fixé
(u,v) € C quelconque, il suffirait d’augmenter la composante de ce vecteur associée a la composante strictement
négative de (X, Ag), jusqu’a ce que 'inégalité ci-dessus soit violée.

Supposons momentanément avoir démontré que Ao > 0. Aprés division par Ag et notant a nouveau A le
vecteur A/Ag, on trouve

inf Aw; +v=inf (\u)+v=p".
(u,v)EC; (u,v)EC< >

Or, = parcourant €, les points (f1(x),..., fm(x), f(x)) sont dans A et on trouve donc en particulier

g(A\) = inf (i)\lfz(x) + f(x)) > inf (Zm:)\iui —l—v) > p*.
i=1 i=1

z€eN ~ (u,w)eC

C’est donc que d* > g(A) > p* : la dualité forte est établie, et il existe bien un maximiseur dual puisqu’on a alors
g(A) = d~.
Finissons par justifier que \g > 0 en raisonnant par ’absurde : si \g =0, on a

inf (A u)=0.
(u,v)eC
Or utilisant le point u = (f1(Z), ..., fm(T)), v = f(T) ot T est donné par la condition de Slater, on a

(Au) = Z/\ifi(j) <0.

puisque la nullité de cette derniére somme imposerait A = 0, ce qui est impossible puisqu’on a supposé que
Ao =0, et que (A, Ag) # 0. C’est une contradiction. |
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3.4 Algorithme d’Uzawa
3.4.1 Dualité de Lagrange et algorithmique

La premiére idée qui vient a ’esprit lorsque ’on a accés au probléme dual, ¢’est de résoudre le probléme dual
plutot que le primal. Le dual est a priori plus séduisant, lui qui a 'avantage de toujours étre convexe, et avec
des contraintes trés simples, contrairement au probléme primal. La contrainte de positivité sur la variable A
signifie méme que ’on peut envisager un algorithme de gradient projeté, la projection se faisant sur le convexe
fermé R x RP, qui s’écrit en effet explicitement.

Cette approche peut en effet étre mise en place dans de diverses situations, mais elle a plusieurs défauts et
limites, que voici.

e pour que la résolution du dual apporte des informations précises sur le primal, il faut qu’il y ait dualité
forte ; or cela suppose en pratique au moins la convexité, la dualité forte étant une situation trés rare en
son absence.

e la résolution du dual suppose qu’on connait la fonction duale g; or g(\,v) s’obtient précisément en
résolvant un probléme de minimisation, celui du Lagrangien x — L(x, A, ). Toute approche directement
écrite sur le dual suppose donc que l'on sait résoudre explicitement (ou trés rapidement) ce probléme,
qui a au moins 'avantage d’étre non contraint.

e méme lorsqu’on a accés a la fonction g, on a vu que celle-ci peut valoir —co sur de larges portions de
R’ x RP, ce qui empéche toute utilisation d’algorithme de gradient projeté... a moins que I'on integre
comme contrainte le fait que I'on ne considére que les (A, v) € R* x R? en lesquels g(\,v) > —oo, mais
au prix que la contrainte ne se préte alors plus nécessairement a un algorithme de gradient projeté.

e une fois le probléme dual "résolu", on dispose d’une approximation de d* (et donc de p* = d* s’ il y a
dualité forte), ainsi que d’approximations de variables duales optimales. En 1’état, une telle approche ne
dit donc pas comment remonter & des (approximations) de variables primales optimales.

L’algorithme d’Uzawa ci-dessous souffre des mémes défauts, & I'exception du dernier puisqu’il produit a la
fois une suite de variables duales et une suite de variables primales.

3.4.2 Présentation de I’algorithme d’Uzawa

L’algorithme d’Uzawa cherche & résoudre le primal via la recherche de points-selles du Lagrangien. Pour
alléger les notations, on note ici F' = (fi,..., fm), h = (h1,... hp).

Définition 3.26 (Algorithme d’Uzawa). On appelle algorithme d’Uzawa, I'algorithme de parameétres A\g € R,
Y € RP, p > 0 suivant, donné par les suites définies par les récurrences

xp € arg min L(x, A\, k),
z€Q
Akt1 = maX(O, i + pF(mk)) (3.9)
Vi1 = Vg + ph(zg).
Pour que cet algorithme ait un sens, il faut que, pour tout (A,v) € R}" x RP, le probléme non contraint (au

sens ou la minimisation a lieu sur tout )
min. L(z, \,v),

soit bien posé, ce qui est une véritable restriction comme on I'a déja vu.

La deuxiéme partie de I'itération est bien une montée de gradient projeté, cherchant a résoudre le probléme
d’optimisation (contraint) de maximisation de (\,v) = L(xy, A, v) sur R x RP. En effet, la seconde partie de
I’algorithme peut s’écrire

(Mot 1s k1) = Prrscre (A, i) + p Vo u L, Ay k) ).
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Cet algorithme suppose que I’on sache résoudre explicitement (ou trés efficacement) le probléme de minimisation
du Lagrangien. Dans le cas contraire, il existe d’autres algorithmes, mais moins efficaces.

Enfin, rien ne garantit que, pour k fixé, on ait x; € S : en pratique, arréter I’algorithme a une itérée donnée
peut tout a fait conduire & un point non admissible.

3.4.3 Convergence de ’algorithme d’Uzawa

Pour simplifier, on se place dans le cas ot {2 = R”. Comme on y est habitué, le pas p ne doit pas trop grand
pour que ’algorithme converge, ainsi que le montre le théoréme ci-dessous dans le cadre convexe.

Théoréme 3.27

On suppose que le probléme est convexe, et en outre que f est a-fortement convexe sur R” et les fonctions f;
sont M-lipschitziennes sur R", et on note

2
Pei= ——.
T M2 +Al3

Enfin, on suppose que le Lagrangien posséde un point-selle (z*, (\*, v*)) € S x (R xRP). Alors I'algorithme
d’Uzawa est bien défini, et pour tous A\g € RT', vg € RP, p € |0, p.[, la suite (x},) associée converge vers z*.

L’hypothése finale du théoréme que constitue I'existence d’un point-selle n’est pas trés explicite ; néanmoins,
les hypothéses de convexité faites assurent que le probléme est bien posé (cf la preuve ci-dessous), et pour
qu’il existe un point-selle, il suffit alors par exemple que les conditions de Slater soient satisfaites d’aprés le
corollaire 3.25.

Démonstration: Sous les hypothéses du théoréme, on sait que le probléme est bien posé et admet un unique
minimiseur grace au lemme 1.18 conjugué au théoréme 1.14. Enfin, comme (z*, (A*,v*)) € S x (R x RP) est un
point-selle du Lagrangien, * € S est une variable primale optimale d’aprés le corollaire 3.20, c’est donc 1'unique
minimiseur.

Enfin, la forte convexité (et sa régularité) de f signifie aussi que, pour (\,v) fixé, la fonction réguliére
x +— L(z, A\, v) est-elle aussi fortement convexe et réguliére (comme somme d’une fonction convexe et de fonctions
convexes), et donc admet un unique minimiseur sur R™. En d’autres termes, le probléme sous-jacent au calcul
de x; est bien posé et s’écrit ici
{z} = arg min L(x, A\, vi).
z€R"

Pour simplifier, on va noter up = (Mg, ) € R x RP (et p* = (A*,v*)), P la projection sur R}" x R? dans
R™ x RP, et w=(F,h) = (f1,.-., fms1,--.,hyp), de sorte que les itérations de l'algorithme d’Uzawa s’écrivent
= in L
{{wk} arg min L(, ),
pe+1 = Pk + pu(ze)).

Commen(;ons par montrer que
pr =P+ pu(z”)).

Pour ce faire, il suffit de justifier que \* = Prip (A* + p F'(2¥)), c’est-a-dire encore
Vie{l,...m}, A =max(0,\ + pfi(z")).

Or on a vu que tout point-selle du Lagrangien vérifie les conditions de KKT, donc on vérifie aisément 1’égalité
en examinant les conditions de complémentarité par disjonction de cas (A =0 ou Af > 0).

Ainsi on peut écrire, a ’aide du caractére 1-lipschitzien de P :
lpksr = ¥ = 1Pk + pular)) — P(u* + pu(*))|®

< e + pulzn)) = (0 + pu(@ )1 = [[ (e — 1) + pu(zr) — ula))|?
= Nl — w7 + p?uler) — u(@*)I* + 2p (o — 1, ulzy) — u(z*)) .
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Or z* minimisant la fonction z — L(z, u*) = f(x)+ (1*, u(zx)), on a la condition nécessaire du premier ordre
(voir lexercice 8 du TD1)

Ve e R", (Vf(z*),xz —a*) + (", u(z) — u(z*)) > 0.
De méme, xy minimisant x — L(z, ug) = f(z) + {ux, u(x)), on a
Vo €R", (Vf(zr),x — o) + (e, u(@) — u(zp)) > 0.
On applique la premiére inégalité & x = xy, la seconde & x = z*, et on somme les deux inégalités pour obtenir
(Vf(") = Vf(zk), xr —27) + (0" = p, u(ag) — u(z”)) =0,
Le caractére fortement convexe de f fournit alors
(" = g w(@®) = ulzr)) < = (VF(a*) = V(ar),2* = ap) < —afz” -z
On obtient donc finalement

lpesr = w12 < N = w12 + pPlluer) — w(@)]* = 2pal|z* — 2
< lpw = 1 |” + (0°L? = 2pa)||z* — a?

ott L est une constante de Lipschitz pour u. Donc si p €]0, 5%z [, alors p?L? — 2pa < 0 et donc
lpsn = |12 < Ml = |2

La suite (g1,) définie pour k € N par &, := ||ur, — p*||* est donc une suite décroissante positive, elle converge.
Comme (€41 — €x) tend alors vers 0, I’encadrement

erp1 — ek < (p°L = 2pa)||z* — x| <0

montre que (zy) tend vers x*. |
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4 Compléments d’algorithmique

L’objectif de cette section est une discussion autour des limites et propriétés fines des algorithmes du
premier ordre. Les résultats sont exposés dans le cadre convexe, différentiable et sans contraintes avec {2 = R™.

4.1 Analyse de l’algorithme du gradient
4.1.1 Cadre et inégalités utiles

Le cadre général sera celui d’une fonction f : R™ — R U {+o0} qui
(i) convexe sur R",
(ii) de classe C! sur R™,
(iii) de gradient L-Lipschitz sur R™.
Sous ces hypothéses on a toujours les deux lemmes suivants.

Lemme 4.1

Sous les hypothéses (ii) et (iii) :

Vay € R, f(y) < f@)+{VF(x)y—a) + 2 lly —

Démonstration: Pour x,y € C et A € [0,1], f étant de classe C!, on peut écrire
fly) = f(z) = /01 (Vf(@+ty— =),y — ) dt
et donc en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que le caractére lispchitzien de V f :
F0) 1)~ (V@ —2) = [ (V1 a) - @)y ) d
< [ 1956+ tty =) = V1@l o)

1
1
< L||z— Q/tdt:fL z—yl|*
< Ljjz -yl | 5Lz =yl -

Notons que I'inégalité ci-dessus montre que toute fonction qui satisfait (ii), (iii) et qui est en outre a-fortement
convexe vérifie < L puisqu’on a alors

U —ylP. < Fly) ~ f(@) ~ (Vi@),y— ) < 2z~

Lemme 4.2 (Baillon-Haddad)
Sous les hypothéses (i), (ii) et (iii) :

Yoy €R", (Vf(y) - Vi(x)y —2) > 1 IVI) - V@)

Démonstration: On fait la preuve dans le cas C2. On fixe z,y € R"; le caractére C? permet d’écrire la formule
avec reste intégral

1 1
Va,y €R", Vf(y) - Vf(z) = / Vet ty - )y -2)dt=( | Vf(a+ily—a)dt)(y - e).

0
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Discutons de 'application linéaire V2 f(z) pour z € R". Comme f est convexe, ses valeurs propres sont positives.
Comme V f est L-Lipschitz, ses valeurs propres sont plus petites que L. Il en va donc de méme pour ’application
linéaire
/ V2f(x +t(y — x))dt,
a propos de laquelle on vient de voir que Vf(y) — Vf(z) = A(y — x). On peut alors conclure en écrivant
IVF() = V@2 = |Gy = 2)|? = (AAV2(y - @), AV2(y — o))
< L(AV2(y—2), A2y — 2)) = (Aly — @),y — 2) = (Vf(y) = V(). y — @)

4.1.2 Probléme d’optimisation et algorithme
Le probléme d’optimisation d’intérét est non contraint, donné par
min. f(z),
et on rappelle que 'algorithme de descente de gradient (& pas constant) est donné par
Tpp1 = 2 — AV f(zg), k€N,

ot A > 0, partant de zg € R™.
La question générale est la suivante : supposant que le probléme est bien posé (de sorte que p* € R),

a-t-on f(xr) — p~, et sioui, & quelle vitesse ?
k—+4o0

On se concentrera sur cette question et non celle (parfois tout aussi importante) de la convergence des
itérées.

4.1.3 Le cas fortement convexe
On commence par le cas ou f est a-fortement convexe sur R™, hypothése sous laquelle le probléme est bien
posé : p* € R, et il existe (un unique) x* tel que f(x*) = p*. On rappelle l’inégalité de Polyak-Lojasiewicz (PL).

Lemme 4.3

Pour f qui satisfait (i), (ii) et qui est de plus a-fortement convexe sur R", on a

Ve e B, ()~ p < oo V(@)

Démonstration: Voir votre cours du premier semestre. |

Proposition 4.4

Soit f qui satisfait (i), (ii) et (iii) et qui est de plus a-fortement convexe. On suppose que A < %. Alors
I’algorithme de descente de gradient converge linéairement avec

fak) —p" < g (f(xo) —p7),

ott g(\) := 1 — 2a\ + aL)?.
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Cette convergence linéaire admet donc pour parameétre g(A), qui est optimisé pour A\ = %, valeur pour laquelle

on obtient le taux 1 — 7. On peut en fait affiner ces estimations et établir une meilleure convergence linéaire,

L—«

. . ., 1 A2 —
qui une fois optimisée pour A = £, est controlée par le taux 777

Démonstration: Soit & € N. On commence par utiliser le premier lemme en les points xj, et zx11 = xr — Af(2g),
puis I'inégalité de PL

Fleran) < fGon) + (1), ~AV S (@) + 5 | = AV F@) [P = fer) = MVF (@), V@) + 2 X fo)
= o) — (A= ) IV )l

< f(ox) — 2a(A = 30) (f(ox) ~ "),

Finalement, on trouve

Flak) —p* < (1= 20X+ aLX?) " (F(z%) - p*). -

4.1.4 Le cas convexe

On ¢’affranchit de 'hypothése de forte convexité, mais on suppose a minima que le probléme est bien
posé, de sorte que p* € R, et qu'il existe x* tel que f(z*) = p*. Autrement dit, on suppose que f admet un
minimiseur. C’est le cas si f est coercive, par exemple.

Pour alléger les énoncés, on note donc I', 'ensemble des fonctions f : R™ — RU{+00} qui soient convexes,
de classe C', de gradient L-Lipschitz, admettant au moins un minimiseur sur R™.

Lemme 4.5

Soit f € I'r. Soit #* un minimiseur quelconque de f. Alors, pour tout A < 2, la suite (||lz), — 2*||) décroit.

Démonstration: On note T) : R® — R"™ l'application itérée par 'algorithme du gradient, c’est-a-dire que T) :
x — x — AV f(z), application dont a* est manifestement un point fixe. La propriété cruciale est le caractére
1-lipschitzien de cette application sous les hypothéses faites sur le pas : pour x,y € R",

1T (x) = TAW)I* = lI(z —y) = AV f(z) = Vf()]?
=z —ylI* = 2X\ (z —y, VF(z) = V() + N[V f(z) = VF(y)|
2
<y —al2 (2 _ -~ 2
<z =yl = A(F =) IVF@) = V@)
< lz —ylI*.
ou la premiére inégalité vient du lemme de Baillon-Haddad, la seconde du choix du pas. On écrit alors simplement
I'inégalité ci-dessus pour x = x, y = &* pour conclure a la décroissance voulue. |

Proposition 4.6
Soit f € T'r,. Pour A < 2,

o — o*||?

flzy) —p* < M()\)Wa

ou M(\) := )\(23\”.

Notons que la constante M (A) est optimisée pour A = % et vaut alors 2L.
Démonstration: Soit £ € N. Comme on I'a vu au début de la preuve de convergence linéaire, on a

f(@rg1) < flae) — (A — g/\Z)HVf(mk)HQ'
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Il nous faut réussir a estimer le terme en gradient, sans l'inégalité de PL. On commence par écrire l'inégalité de
convexité

f@®) = flan) +(Vf(p, 2" — xp) -

Ainsi, supposant xp # x*, car sinon 'inégalité demandée est une évidence, on trouve

flaw) = f@*) _ f@) = f@)

leo —a* =l — 2|

<[V f(@pll,

ol l'on a utilisé le lemme qui précéde, puis 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Notant oy = f(x) — f(z*) pour k € N, cette suite positive vérifie ainsi

A2=AL)

La conclusion provient alors du lemme (de Gronwall discret) suivant : si (o) est une suite positive telle que

g1 < o — cfla% avec ¢ > 0 une constante, alors aj < k—il [ |

4.2 Taux optimal et accélération de Nesterov

4.2.1 Rudiments sur les taux optimaux

On se concentre & nouveau sur le cas convexe, sans hypothése de forte convexité, et plus précisément sur
la classe de fonctions I'r,. Une maniére équivalente d’énoncer le résultat de convergence de la proposition 4.6
est de la forme suivante pour zg, k € N fixés et A < %,

— z*||? —p* _ M)
Vfer g o)) -l N Slaw) ~ 17
felr, fla) —p* < M(N) k1 fsélIPL||x0_x*H2—k+1’

ot M (M) est une constante qui dépend de .

Ainsi, uniformément sur le classe de fonctions 'z, I’algorithme de descente de gradient partant de xg et de
pas A < % commet une erreur en O(%) Notons que "’algorithme de descente de gradient" fait en fait référence
a une famille d’algorithmes indexée par A > 0 (une fois z( fixé), pour laquelle la constante M (A), n’excéde
jamais 2L. Sur cette classe d’algorithmes, on a donc

—p* 2L
inf sup f () *p2 < )
5 oo — 2P < R

Il existe en outre des fonctions pour lesquelles 'algorithme de descente de gradient ne fait pas mieux, voir
un exercice de TD pour un résultat dans cette direction (en dimension n = 1).

La question est la suivante : peut-on trouver un algorithme qui fasse mieux que l’algorithme de descente
de gradient ? Par faire mieux, on entend qui soit tel que la suite des erreurs commises le long des itérations
converge plus vite vers 0 que 1/k. Pour répondre & cette question de maniére sensée, il faut préciser la fa-
mille d’algorithmes & laquelle on se restreint. Ici, on considére la famille des algorithmes qui reposent sur des
évaluations du gradient de la fonction, & laquelle I’algorithme de descente de gradient appartient pour tout
A>0.

Définition 4.7. Soit z¢p € R™ fixé. On note A(xg) 'ensemble des suites (z) de premier terme zo, telles que

de plus
VE € N*, =z € 2+ Vect(V f(xo), ..., VF(z® D).

On peut alors montrer le résultat suivant :
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Théoréme 4.8

Soit k < ”T_l Alors pour tout zy € R™,

. fleg)—p* . 3 L
inf sup 5 > L T
(@x)€A(0) fery, lwo — z*||2 — 32 (k + 1)
Démonstration: Voir 'exercice de TD consacré. [ |

Ce résultat suppose que le nombre d’itérations reste petit devant la dimension, ce qui est le cas pour les
problémes typiques de 'apprentissage machine ou la dimension n est trop grande pour qu’on puisse espérer
itérer autant de fois. Pourvu que cette condition soit satisfaite, le résultat énonce qu’on ne peut faire mieux
que 1/k%. Notons aussi que si I'on restreignait encore la classe de fonctions aux seules fonctions quadratiques,
Iinfimum ci-dessus vaudrait 0 pour k& > n, puisque 'algorithme du gradient conjugué trouve dans ce cadre
I'optimum en au plus n itérations.

4.2.2 Accélération de Nesterov

Est-ce que cette borne inférieure est trop grossiére, c’est-a-dire qu’en vérité le membre de gauche est en
1/k? Dans ce cas, 'algorithme de descente de gradient est optimal. La possibilité alternative, c’est que cette
borne soit en fait précise et qu’il existe un algorithme de la famille A(zg) qui atteigne le taux 1/k%. On va
découvrir avec stupeur que c’est la deuxiéme situation qui se produit.

Définition 4.9 (Nesterov, 1983). Soit f : R® — R de classe C! sur R™. On appelle algorithme de descente
de gradient accélérée de Nesterov ’algorithme de paramétres x_1 = x¢9 € R™, A > 0, défini par la récurrence
indexée par k € N

Yk = Tk + Ye(Th — Tp—1), (4.1)
Trr1 = Yk — AV (Yk),
avec Yy = %
Pour zy € R™ fixé, la suite produite est bien un élément de I'ensemble des algorithmes de gradient A(zg).
Théoréme 4.10
Soit f € I'r. Pour A < %,
o — o*||
z) - p < My I =T
f( k) P = () (k}+1)2
avec M(\) = 2.
Démonstration: Admise. u
La convergence est donc optimisée pour A = %, et on trouve alors M(A) = 2L. En résumé, on a donc
I’encadrement trés précis suivant :
3 L —p* L
inf sup flzx) —p <

L <« .
32 (k+1)2 = (@w)eAo) fery llzo — %2 = " (k+1)2
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A Théorémes de séparation

Dans cette appendice, on s’intéresse & des théorémes géométriques consistant & séparer deux ensembles A
et B de R™ par un hyperplan. On rappelle qu’un hyperplan est un ensemble de la forme

{z e R", (u,z) = a}.

ot u € R™\ {0} et a € R.

A.1 Séparation et séparation stricte

Définition A.1. Soient A, B C R™. On dit qu’on peut
o séparer A et B s'il existe u € R\ {0}, a € R, tels que

Vee A, Vye B, (u,z) <a<(uy).
o séparer A et B strictement s'il existe u € R™ \ {0}, a1, s € R, tels que

Vee A, Vye B, (u,z) <a; <az < (uy).

On dit alors dans le premier cas que 'hyperplan {x € R", (u,x) = a} sépare A et B, et dans le second que,
pour « € Jay, ag[, 'hyperplan {x € R", (u,xz) = a} sépare strictement A et B.

Notons que 'on peut s’affranchir de toute mention aux paramétres réels, puisqu’on peut séparer A et B si
et seulement s’il existe u # 0 tel que

sup {(u, r) < inf {(u,y),
sup (u,) < inf (1.3)

et séparer strictement A et B si et seulement s’il existe u #£ 0 tel que

sup (u, z) < inf (u,y).
€A yeB

Pourtant, on écrit la définition comme ci-dessus car il est souvent pratique de manipuler un hyperplan sépara-
teur (ou séparateur strict) lorsqu’on fait appel & un résultat de séparation.
A.2 Séparation large

Théoréme A.2

Soient C7 et Cy deux ensembles convexes non vides disjoints de R™. Alors on peut séparer Cy et Cs.

Démonstration: A venir. [ |

Ce résultat n’est valable qu’en dimension finie. Dans le cas d’un espace de Hilbert, on peut montrer que la
conclusion reste vraie si I’on suppose que 'un des deux ensembles est ouvert.

Un corollaire simple (mais important) est donné par le résultat suivant, souvent appelé théoréme de I’hy-
perplan support.

Corollaire A.3

Soient C' un convexe non vide et zy € JC. Alors il existe un hyperplan qui sépare C et {xg}.

Démonstration: A venir. [ |
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A.3 Séparation stricte

Venons-en & un résultat de séparation stricte, qui lui s’applique tel quel en dimension infinie (tout en
sachant que les compacts s’y font plus rares).

Théoréme A.4

Soient (' et Cy deux ensembles convexes fermés non vides disjoints de R™, dont I’'un au moins est compact.
Alors on peut séparer C et Cy strictement.

On se sert souvent de ce résultat pour strictement séparer un point d’'un convexe fermé auquel il n’appartient
pas.

Démonstration: L’idée est de séparer strictement Uensemble {0} de C; — Cs, c’est-a~dire trouver u # 0

zGCi'IlliCz {u, 2) = a;ecilr,lzf;ecz (w,z =y) > (,0) =0,
auquel cas on vérifie en effet que C7 et Cs sont bel et bien strictement séparés.

Tout d’abord, notons que C7 — C est convexe, non vide, et ne contient pas 0 puisque C; et Cy sont disjoints.
Par ailleurs, un petit résultat de topologie assure que c’est un fermé en tant que somme d’un fermé et d’un
compact.

On peut donc projeter 0 sur C; — Cs, et on note alors u le projeté qui satisfait u # 0. Par caractérisation du
projeté, on sait que (0 — u, z — u) < 0 pour tout z € C; — Cy. Or cela se rééerit (u, z) > ||ul|?> d’out en effet

inf  (u,z) > |jul|* > 0.
2€C1—Cy |
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