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Total : 28.25 = 5.5 4+ 8.75 4+ 14, bonus : 5.5.

Pour ’ensemble du sujet, on considére M, N, P € N*. On munit R, RV et R” de leurs produits
scalaires canoniques respectifs que l'on note (-, -) indépendamment de la dimension (par abus de
langage). Associés a ces produits scalaires, on utilise de méme la notation unique |||, pour les
normes euclidiennes.

Exercice 1 (Cours) (5.5pt)
Soit f : RY — R une fonction différentiable.

1. a) Montrer que f est convexe sur RY si et seulement si
vo,y eRY, fly) > fla) +(Vf(z), y — ).
b) On suppose que x € RV est un minimum local de f et que f est convexe. Montrer que z est un point
critique de f. En déduire alors que x est un minimum global de f.

2. Soit m > 0. Montrer que f est m-fortement convexe sur R si et seulement si

Yo,y €RN, f(y) > fl@) + (Vf(@), y—a)+ 3 lly — a3

Correction.
55 = (2.25 + 2) + 1.25

1. a) Supposons f est convexe sur RY. Soit z,y € RY. Alors pour tout t € [0,1], on a f(x +t(y — x)) <
f(@) +t(f(y) — f(z)), ie

Par passage a la limite quand ¢t — 0, on trouve donc (Vf(x), y — z) < f(y) — f(x) (1pt).

Réciproquement, supposons que pour tout x,y € RN

1) va,y € RN, fy) = f(x) +(Vf(z), y — ).
Soit z,y € RV et t € [0, 1]. Alors appliquons I'inégalité (1) en ((1—t)x +ty,x) et ((1—t)x +ty,y), on obtient

flx) = f(1 =t +ty) + <Vf((1 —trtty), z—(1-t) —ty)>7

=t(z—y)

fly) = F(L=t)z +ty) + <Vf((1 —tr+ty),y—(1—t)r— ty)> , (0.75pt)
=—(1-t)(z—y)
d’ou en multipliant la premiére inégalité par (1 — t), la seconde par ¢ et en les sommant, on obtient
(L=t)f(z) +tf(y) = f((1 —t)z + ty),
c’est-a-dire f est convexe sur RY (0.5pt).

b) Comme z est un minimum local de f, il existe r > 0 tel que pour tout y € B(z,7) , f(y) = f(z) (0.25pt).
Soit h € RY_ il existe donc ty > 0 tel que pour tout ¢ €]0,%o[, on a f(z + th) — f(x) > 0. En divisant cette
inégalité par t et en faisant t — 0, on trouve donc (Vf(z), h) > 0(0.5pt). Cette inégalité est également vraie
en remplacant h par —h, d’ott (Vf(x), h) = 0(0.25pt). Comme cette égalité est vraie pour tout h € RV, on
a Vf(z) € (RV)L, ie. Vf(z) =0. x est donc bien un point critique de f (0.5pt).

Comme f est convexe on sait d’aprés la précédente question que pour tout y € RN, f(y) > f(z) +
(Vf(z), y—x). Comme Vf(x) = 0, on a donc pour tout y € RN | f(y) > f(z). D’ott x est un minimum
global de f (0.5pt).



I Notez les passages surlignés avec le passage du local au global.

2. f est m-fortement convexe sur RY si et seulement si g = f — 2 ||||§ est convexe sur RY (0.25pt). Or g est
différentiable, comme somme de fonctions différentiables, donc c’est équivalent & avoir

va,y € RN, g(y) = g(z) + (Vy(@), y —x) . (0.25p1)
On a pour tout z € RV, Vg(z) = Vf(x) — maz (0.25pt) et aprés quelques opérations arithmétiques, on obtient
bien en raisonnant toujours par équivalence I'inégalité souhaitée (0.5pt).

I Je ne détaille pas ici ces opérations (tout de méme attendues!), vous les retrouverez dans le cours.

Exercice 2 (8.75pt)
On définit pour tout x € RY,

1 2 2 2
f@) =5 1Hz —yllz + XDzl + gzl

avec H € My n(R) et D € Mpn(R), y € RM un vecteur fixé et A, u > 0 deux constantes.

1. a) Rappeler la définition d’une fonctionnelle quadratique. On précisera bien la dimension des matrices et
vecteurs impliquées.

b) Montrer que f est une fonctionnelle quadratique. On vérifiera la cohérence des objets mathématiques entre
eux a travers les dimensions des matrices et vecteurs impliquées.

c¢) Exprimer Vf(z), en fonction des données du probléme, pour tout z € RV ?
d) Exprimer V2f(z), en fonction des données du probléme, pour tout x € RN ?
2. Démontrer que f est strictement convexe.
3. Démontrer que f admet un unique minimum global.

4. Montrer que les hypothéses du théoréme de convergence de la méthode de descente de gradient & pas optimal
sont satisfaites.

5. On note (x,)nen la suite produite par 1’algorithme de descente de gradient & pas optimal appliqué a f.
a) Que pouvez-vous dire de la convergence de (2, )nen?
b) Que dire, pour tout n € N, des vecteurs Ax,, = Zy,11 — Tp, €t Ay = Tpio — Tpyr 7

6. Ecrire en Python une fonction codant I’algorithme de descente du gradient a pas optimal pour la fonction f.
Elle prendra en argument les différents paramétres du probléme : H, D, y, A, i1, ainsi que d’autres éventuelles
parameétres que vous jugerez pertinent et renverra la suite des itérés (z,)nen.

Correction.
875 =(0.75 + 1.5 + 0.5 +0.25) + 1 + 0.75 + 1 + (0.5 + 0.5) + 2

1. a) C’est une fonction f: RN — R qui s’écrit pour tout € RV, f(x) =
matrice symétrique de taille N x N, b € RN et ¢ € R (0.75pt).

1 (Az, z) — (b, ) + c avec A une
b) En écrivant les normes euclidiennes au carré sous forme de produits scalaires, en développant et passant a
la transposée (0.5pt), on montre que f est une fonctionnelle quadratique avec A = HT H + 2ADTD + 2uly,
qui est bien une matrice symétrique (0.25pt), b= H 'y et ¢ = % ||y||§ (0.25pt). On remarque que H'H, DTD
sont des matrices de tailles N x N, donc A est bien comme attendue une matrice de taille N x N. Puis Hy
est un vecteur de taille N (0.5pt).

c) D’aprés le cours, on sait que pour tout x € RN, Vf(z) = Az — b, avec ici A = HTH +2ADTD +2uly et
b= HTy (0.5pt).
d) D’aprés le cours, on sait que pour tout x € RN, V2f(z) = A, avecici A = HT H+2\DTD+2uly (0.25pt).

2. Soit zz € RN, on a pour tout h € RN, ATV2f(z)h = ||Hh||3 + 2\ | Dh||3 +2u ||hl|5 = 2u||h]3. Dot hTV2f (x)h >

>0

0 dés que h # 0, i.e. V2f(x) est définie positive. Comme c’est vrai pour tout x € RY | f est strictement convexe

sur RY (1pt).

3. La fonction f admet un point critique (c’est A~1b) puisque A est inversible, et ce point critique est un minimum

globale comme f est convexe. Enfin ce minimum global est unique puisque f est strictement convexe (0.75pt).

[1 y a plusieurs maniére de justifier cette question. On pouvait aussi dire que comme f est convexe,
alors I’ensemble de ses minimums globaux est inclu dans I’ensemble de ses points critiques et comme
celui-ci est réduit & un singleton contenant 1’élément A~1b, f admet donc un unique minimum global.
Sinon on pouvait aussi dire que f admet un minimum global car est continue et coercive (& montrer!).
Puis conclure qu’il est unique par strict convexité de nouveau.
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4. La fonction f est C? sur RV et on a pour tout z € RY, 2uly < V2f(2) < (Amax(HT H)) 4+ 22MA\max (DT D) +
2u) I, ot Amax(A) correspond & la plus grande valeur propre de la matrice symétrique A. Ainsi on sait d’aprés
le cours que cela implique que les hypothéses du théoréme de convergence de l'algorithme de la descente de
gradient & pas optimal sont satisfaites (Corollaire 3.20) (1pt).

Pour rappel les hypothéses du résultat de convergence demande que la fonction soit C? et convexe

sur RY, et que sur ensemble C' = {z € RN : f(z) < f(z(®)}, qui doit étre compact, f vérifie

mily < VQf(;I‘) < MIy avec 0 < m < M. Toutes ces conditions sont bien vérifiées ici. Celle qui

n’est pas triviale est C' compact, mais on sait que f fortement convexe implique f coercive donc

I’ensemble C' est forcément bornée (et fermée par continuité de f).

5. a) Cette question n’était pas trés bien posée voire induisait en erreur, car elle sous entendait de parler
de la vitesse de convergence de la suite (z,)nen, ce qui n’a pas été étudiée. Nous avons plutét montrer la
convergence linéaire de la suite (f(zy))nen-

La suite converge vers 1'unique minimum global de f (0.25pt) et la suite (f(xy))nen converge linéairement
vers la valeur minimale de f sur RY. (0.25pt).

b) On sait pour la méthode de la descente de gradient & pas optimal que les gradients successifs sont ortho-
gonaux, donc pour tout n € N, Az, L Az,41. Si on relit les itérés successifs formant la suite (x,)nen par
des segments, alors on se retrouve avec une trajectoire linéaire par morceaux avec des angles droits a chaque
changement de direction (0.5pt).

6. 0.5 : mise en forme globale du code Python,

0.25 : définition variables externes,

0.25 : initialisation de I’algorithme,

0.25 : condition d’arrét,

0.25 : écriture nouvel itéré,

0.5 : cohérence logique de lalgorithme (ordre...).

Exercice 3 (19.5pt)

Partie I : un résultat général d’existence de minimum.
On considére la fonction f : U — R ot U est un ouvert, non vide, borné de RY. On suppose que f est continue,
bornée inférieurement et tel que pour tout a € R, f~1(] — 0o, al) est fermé dans RY.

1. Justifier que p = inf ey f(x) existe (p > —0).
2. Démontrer l'existence d’une suite minimisante, c’est-a-dire d’une suite (z,),en d’éléments de U, telle que
f(xn) — D

n—-+4oo
3. Démontrer qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on a x, € f~1(] — oo, p + 1]).
4. En déduire que le probléme inf,cy f(z) admet au moins une solution.

Partie II : barriére logarithmique.
On considére la fonction

frx— —iln(bi — (ai, x)),
i=1

avec m € N*, et pout tout i € {1,...,m}, b; € R, a; € RY. On fait de plus '’hypothése suivante
Vo € RN\ {0}, Jip € {1,...,m}, {a;, v) > 0.
1. Questions préliminaires.

a) On suppose dans cette question et les trois suivantes que N = 2. Représenter sur votre feuille en trois
figures successives, les ensembles By = {z € R? : (e, 7) =0}, F1 = {z € R? : (eg, ) = 1} et C; = {x € R?:
1 — {e1, x) > 0}, ot e; = (1,0) est le premier vecteur de la base canonique de R2.

b) Représenter 'ensemble Cy = {z € R? : 1 — (eq, ) > 0}.

c¢) Finalement représenter 'ensemble U = C; N Cy. Trouver un vecteur v € R? \ {0} tel que (e1, v) < 0
et {ers4)<0 (e2, v) < 0. Représenter ce vecteur sur votre figure ainsi que I’ensemble R v. Montrer que
R%v C U. L’ensemble U est-il borné?

d) Soit C1,Cs, ..., C,, des sous ensembles convexes de RY. Montrer alors que U = N, C; est également un
convexe de RV,

2. a) Donner I'ensemble de définition de f, noté U. Montrer que U est un ouvert de R™.
b) Montrer que U est convexe.

3. Justifier briévement que f est C2 sur U.



4. a) Démontrer que pour tout x € U, et tout h € RY

. <aiv h>

df (z)(h) = b — (@, 7).

i=1
b) En déduire V f(x) pour tout z € RV.

5. a) Démontrer que pour tout x € U, et tout (h,k) € RN x RY

(a;, h){a; >
d2 79 19 )
; (ai, z))?

b) En déduire V2 f(x) pour tout = € RV,
¢) Démontrer que f est strictement convexe sur U.

6. a) Soit x,x € U. Justifier que

f(x) <Zb CLZ .’IJO Cl“l'—$0>.

Puis montrer que
m
bi — <G,7;, LE>
a x—x9 )= f(zg) + m — e
<Z bi — (a;, xo) > (o) ; b; — (ai, o)
b) Déduire des deux précédentes questions que f est bornée inférieurement.

7. Bonus : On admet que U est borné. Déduire alors de ’ensemble des questions que f admet un unique minimum
sur U.

8. Bonus : montrer que U est borné. On pourra raisonner par l’absurde et utiliser la compacité de la sphére unité
de RN,

Correction.

Partie I. 2.5 = 0.5 + 0.5 + 0.5 +

1. L’ensemble {f(z) : « € U} est un sous ensemble non vide (car U est non vide) de R, minorée car f est borné
inférieurement, donc admet une borne inférieure finie i.e. p > —oo par la propriété de la borne inférieure (0.5pt).

2. D’aprés la caractérisation de la borne inférieure : pour tout € > 0, il existe z € U tel que 0 < f(z) —p < e.
Il suffit donc de prendre par exemple € = %ﬂ pour tout n € N, pour produire une suite (z,)nen de I'ensemble
U qui satisfait f(xz,) — p(0.5pt).

n—-+o0o

3. Puisque f(z,) n—>—+>oo p, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on a 0 < f(x,) — p < 1, c’est-a-dire

f(xn) <p+1, ou encore z,, € f~1(] — 0o, p+ 1]) (0.5pt).

4. D’aprés la question précédente, la suite (2, ),en est contenue & partir d’un certain rang dans f~1(]—oo, p+1]),

qui est fermé dans RY par hypothése. De plus comme U est borné et f~1(] — oo,p + 1]) C U, c’est aussi le
cas de f~1(] — oo,p + 1]), qui est donc un compact de RY (0.5pt). Par conséquent on peut extraire une sous
suite (Zy(n))nen de (Tn)nen qui converge vers un z* € f~!(] — oo,p+1]) C U. Par continuité de f, on a alors
(@) = limy 1o f(2p(n)) = p. D’ott f admet 2* comme minimum global sur U (0.5pt).

Partie II. 17 = (0.75 + 0.25 + 1.25 + 0.5) + (0.5 + 0.5) + 0.5 + (1.5 + 0.75) + (1.5 + 1 + 0.75) + (1.25
0.5) + 3.5 + 2
1. a) (0.75pt)

b) (0.25pt)

¢) (0.5pt) pour les représentations.

Le vecteur v = (—1, —1) satisfait (e, v) = —1 < 0 et (e2, v) = —1 < 0(0.25pt). Soit ¢t > 0, on a 1 — (ey, tv) =
14+t >0, donc tv € Cy. De méme 1 — (eg, tv) =1+t >0, i.e. tv € Ca. On a donc bien Ri v C U (0.5pt).

d) Soit z,y € U et t € [0,1]. Alors pour tout i € {1,...,m}, z,y € C; et donc par convexité de C;, on a
(1—t)x+ty € C;. Dot (1 —t)x +ty € U, i.e. U est convexe (0.5pt).

2. a) OnaU={zeRN:Vic{l,...,m}, (ai, ) <b;} =N, {x € RY : b; — (a;, x) > 0}. Pour tout i, C;

=C;
est ouvert (car la condition le définissant est ouverte) donc U est ouvert par intersection finie d’ouverts (0.5pt).

b) Pour tout i, C; est convexe, donc d’aprés une précédente question, U est convexe (0.5pt).
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3. Chacunes des fonctions z € U + —1In(b; — (a;, x)) est C? sur Pouvert U comme composée de fonctions C2.
Donc f est C? sur U comme somme de fonctions C? sur U (0.5pt)

4. a) On pourrait appliquer directement la formule de la différentielle d’une composée. On peut aussi faire le
calcul en partant de la définition. Soit © € U et h € RY (tel que z +h € U). Alors f(z+h) = — > 1" In(b; —
(ai, x+h)) = =37, g;((a;, ) + {a;, h)) ou pour tout 7, g; : t — In(b; — t). Les fonctions g; sont dérivables
sur | — 00,b;[ et gi(t) = —515. D'ou gi({ai, x) + (ai, b)) = gi({ai, x)) + g{((ai, @) {as, k) + o({ai, h)) =
gi{ai, 2)) — 55 4 o([[hlly). Ainsi f(z + h) = f(2) + S0, 4 + o(||h],). D'on par définition de
la différentielle de f en z appliquée & h, df (z)(h) = > 1", % (cette expression est vraie ici pour tout
h € RN) (1.5pt).

b) Pour une fonction f : U — R différentiable sur I'ouvert U de RY, le gradient de f en tout € U est par

définition I'unique vecteur tel que pour tout h € RY, df(z)(h) = (Vf(z), h). Donc par identification, on a
pour tout z € U, Vf(z) = > 1", mai (0.75pt).

5. a) On pourrait appliquer directement la formule de la différentielle d’une composée. On peut aussi faire
le calcul en partant de la définition. Soit * € U et k € RN (tel que z + k € U). Alors la différentielle
seconde de f en x appliquée a k peut-étre obtenue en linéarisant df (z + k) (puisque la différentielle seconde

de f est la différentielle de z — df(z)). On a df(z + k) = >.°, % = 3" {ai, ) gi{ai, ) +

(a;, k)), ou pour tout ¢, g; : t — % Les fonctions g; sont dérivables sur R\ {b;} et gi(t) = W
D'ott §i({ass @) + (ai, k) = Gil{as, 2)) + G (@i, )) {as, k) + o({ai, k) = gi((ai, @) + Ggarsyys + o[k]l5)-

Ainsi, df (z + k) = df(z) + > iv, {ai, -) m + o(||k||). D’ou par définition, pour tout h,k € R,

P f(@)(h, k) = S0 {as, b =ty (15pt).
b) D’aprés la précédente question, on a pour tout z € RN et tout h,k € RY

2¢(g = . a; {ai, k) = . ! a; a;
LI@0K) =3 o W e = X x>)2< i h) (ai, B).

_m;T T - T T
=2 hahz peh’ il h

7 ’

— (bi — (a;, ))? (ai, =
—hTaZ eMn(R)
=hnt al | h.
eEMn(R)

Donc par définition, V2 f(z) = > 1", maz (1pt).

¢) On a pour tout x € U et tout h € RN \ {0}, d®f(x)(h,h) = > 1", % > 0 (quantité positive puis
forcément non nulle car au moins un des (a;, h) est strictement positif par hypothése sur les a;). Donc f est

strictement convexe sur U (0.75pt).

6. a) f est une fonction convexe différentiable sur 'ouvert convexe U donc pour tout z,xg € U, on a f(z) >
f(zo) + (Vf(z0), x — o) (0.5pt). On obtient I'inégalité souhaitée en utilisant ’expression de V f(zg) trouvée
précédemment (0.25pt).

Pour la deuxiéme partie de la question, on a

- (a;, © — xq)
<Z b; — {aj, xo>a“ > (o) + Z b; — {a;, xo)’
>

—b; +b; + <aia Zo — ‘T>

p bi — (ai, $0> ’
a"u
f(zo) +m — Z by — {as, 70) (0.5pt).

b) Comme U est borné, il existe C' > 0 telle que pour tout z € U, ||z||, < C. Soit € U alors pour tout i,
(ai, ) = —C ||a;||, (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Dot Y7, Lizlant) o sm %H?C; et donc

bi—(a;,xo) i=1 b;—(a;, xo

bi + ||a;
f(x) = f(xo) +m— Z ||a I, © (0.5pt).

a’la IO



Ce terme de droite étant une constante, on en déduit que f est borné inférieurement sur U. En fait il était
possible de se passer de I’égalité montrée a la question précédente et directement borner inférieurement, comme
au dessus, le terme de droite dans l'inégalité o la question précédente.

7. On va appliquer le résultat obtenu a la partie II. On sait que U est un ouvert non vide et que f est continue.
De plus, on a montré que U est borné dans RV et que f est bornée inférieurement.

Il ne nous reste plus qu’a vérifier que pour tout a € R, f~1(] — 0o,a]) est fermé dans RY. Utilisons la
caractérisation séquentielle des fermés. Soit donc a € R et soit (2, )nen une suite de V, = f~1(] — 00, a]) qui
converge vers x € RV, il suffit de montrer que x € V.

La subtilité et difficulté principale consiste & penser (et a réussir) & montrer que la limite = de la
suite est dans U. Si ce n’était pas le cas, on ne pourrait pas écrire f(x) et appliquer la caractérisation
séquentielle de la continuité comme fait ci-dessous. Montrons donc d’abord ce point. L’idée est de
remarquer que U est un ouvert donc si x est soit dans U soit sur sa frontiére, qui est incluse dans
I'union des ensemble {x € RN : b; — (a;, ) = 0}.

Montrons d’abord que z € U. On a par défaut 2 € U = U UFr(U), ott Fr(U) dénote la frontiére de U et 1'union

est disjointe. On a donc soit « € U, soit « € Fr(U). Supposons par l'absurde que = € Fr(U), alors il existe
1€ {1,...,m}, tel que b; — (a;, ) = 0, et donc nécessairement f(z,) —+> 400, ce qui entre en contradiction
n—-+oo

avec le fait que pour tout n € N, f(z,) < a. D’ott € U. Mais comme U est ouvert, on a U = U, ainsi z € U.
Par conséquent, par la caractérisation séquentielle de la continuité, on déduit que f(z,,) —+> f(z). Mais
n—-+oo

comme pour tout n € N, f(z,) < «, par passage a la limite dans l'inégalité, on a f(z) < «, i.e. x € V.
Ainsi d’aprés Partie I, f admet un minimum global sur U. Comme f est strictement convexe, ce minimum
global est unique (3.5pt).

8. Supposons par I’absurde que U n’est pas borné. Alors il existe une suite (2, )nen de U telle que ||z, ||, = +00.
On peut alors suppqoser que z,, # 0 pour tout n € N (quitte a tronquer la suite de ses premiers termes). Alors
pour tout n € N, soit v,, = H;Tnl\z Comme pour tout n € N, [|v,]|, = 1 et que la sphére unité de RY est compact,
il existe une suite extraite (v, (n))nen qui converge vers v tel que [[v||, = 1. Or pour tout 7 € {1,...,m}, tout
neN,ona: (a;, Tpm)) < b ot {a;, Vy(m) < T2

[
on obtient que pour tout i € {1,...,m}, (a;, v) < 0. Ceci contredit ’hypothése de ’énoncé sur les a; (car v # 0).

Donc U est borné (2pt).

. Donc par passage a la limite, comme Hz#,(n) H2 — 400,




