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Pour ’ensemble du sujet, on considére M, N, P € N*. On munit R, RY et R” de leurs produits
scalaires canoniques respectifs que 'on note (-, -) indépendamment de la dimension (par abus de
langage). Associés a ces produits scalaires, on utilise de méme la notation unique
normes euclidiennes.

|||, pour les

Exercice 1 (Cours)
Soit f : RY — R une fonction différentiable.

1. a) Montrer que f est convexe sur RV si et seulement si
Vo,y €RY, f(y) > (@) +(V(2), y — ).
b) On suppose que x € RY est un minimum local de f et que f est convexe. Montrer que x est un point
critique de f. En déduire alors que x est un minimum global de f.

2. Soit m > 0. Montrer que f est m-fortement convexe sur R" si et seulement si

Va,y RN, f(y) > f(2) + (V@) y - 2) + 3 Iy - 5.

Exercice 2
On définit pour tout z € RV,

1 2 2 2
f@) =5 Hz = yll; + M Dally + p iz,

avec H € My n(R) et D € Mpn(R), y € RM un vecteur fixé et A, u > 0 deux constantes.

1. a) Rappeler la définition d’une fonctionnelle quadratique. On précisera bien la dimension des matrices et
vecteurs impliquées.

b) Montrer que f est une fonctionnelle quadratique. On vérifiera la cohérence des objets mathématiques entre
eux o travers les dimensions des matrices et vecteurs impliquées.

c¢) Exprimer V f(x), en fonction des données du probléme, pour tout z € RV ?
d) Exprimer V2f(z), en fonction des données du probléme, pour tout z € RY ?
2. Démontrer que f est strictement convexe.
3. Démontrer que f admet un unique minimum global.

4. Montrer que les hypothéses du théoréme de convergence de la méthode de descente de gradient & pas optimal
sont satisfaites.

5. On note (2, )nen la suite produite par 1’algorithme de descente de gradient & pas optimal appliqué a f.
a) Que pouvez-vous dire de la convergence de (zp,)nen ?
b) Que dire, pour tout n € N, des vecteurs Ax,, = xp11 — Ty, €6 AZy11 = Tpgo — Tpg1 !

6. Ecrire en Python une fonction codant I’algorithme de descente du gradient & pas optimal pour la fonction f.
Elle prendra en argument les différents paramétres du probléme : H, D, y, A, i1, ainsi que d’autres éventuelles
parameétres que vous jugerez pertinent et renverra la suite des itérés (z,)nen-

Exercice 3



Partie I : un résultat général d’existence de minimum.
On considére la fonction f : U — R ot U est un ouvert, non vide, borné de RYV. On suppose que f est continue,
bornée inférieurement et tel que pour tout a € R, f~1(] — 0o, a]) est fermé dans RY.

1. Justifier que p = inf,cp f(z) existe (p > —o0).

2. Démontrer l'existence d’une suite minimisante, c’est-a-dire d’une suite (z,),en d’éléments de U, telle que
f(@n) _>—+>OO p-

3. Démontrer qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on a x, € f~1(] — oo, p + 1]).

4. En déduire que le probléme inf, ¢y f(x) admet au moins une solution.

Partie IT : barriére logarithmique.
On considére la fonction

fix— — Zln (a;, x)),

avec m € N*, et pout tout i € {1,...,m}, b; € R, a; € RY. On fait de plus ’hypothése suivante
vo € RV \ {0}, Jip € {1,...,m}, {ai,, v) >0.
1. Questions préliminaires.

a) On suppose dans cette question et les trois suivantes que N = 2. Représenter sur votre feuille en trois
figures successives, les ensembles By = {z € R? : (e, 2) =0}, F1 = {z € R? : {eg, ) =1} et C; = {x € R?:
1 — {e1, x) > 0}, ot e; = (1,0) est le premier vecteur de la base canonique de R?.

b) Représenter I'ensemble Cy = {x € R? : 1 — (ey, ) > 0}.

c¢) Finalement représenter 'ensemble U = C; N Cy. Trouver un vecteur v € R? \ {0} tel que {(e1, v) < 0
et {er-4)<0 (e2, v) < 0. Représenter ce vecteur sur votre figure ainsi que l’ensemble R* v. Montrer que
R%v C U. L’ensemble U est-il borné?

d) Soit Cy,Cs, ..., C,, des sous ensembles convexes de RY. Montrer alors que U = N, C; est également un
convexe de RV,

2. a) Donner l'ensemble de définition de f, noté U. Montrer que U est un ouvert de R™.
b) Montrer que U est convexe.
3. Justifier briévement que f est C2 sur U.
4. a) Démontrer que pour tout x € U, et tout h € RY
- <ai’ h’>
[ <a’ia .’b>
b) En déduire V f(x) pour tout = € RV.
5. a) Démontrer que pour tout x € U, et tout (h,k) € RN x RY
(ai, h) {a;, k)
d2 (3l 19 .
; (ai, z))?
b) En déduire V2f(z) pour tout x € RY.
¢) Démontrer que f est strictement convexe sur U.

6. a) Soit x,z € U. Justifier que

f(z) > <Zb o al,x_x0>.

Puis montrer que
m
bi — <GJZ', LL'>
a x—xo )= f(xo) + m — —_.
<Z bi — (a;, zo) > (o) ; bi — {ai, 7o)
b) Déduire des deux précédentes questions que f est bornée inférieurement.

7. Bonus : On admet que U est borné. Déduire alors de ’ensemble des questions que f admet un unique minimum
sur U.

8. Bonus : montrer que U est borné. On pourra raisonner par l’absurde et utiliser la compacité de la sphére unité
de RY.



