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Exercice 1 (Cours)
Enoncer et démontrer le résultat caractérisant, via une condition faisant intervenir le gradient, les
fonctions différentiables qui sont convexes.

Exercice 2
Les parties I, II, III et V sont indépendantes.

PARTIE 1

Soit n € N*. On considére
(1) Yz € R, J(z) = eztAnn—ba),
avec A une matrice symétrique de taille n x n et b € R™.
1. Justifier que J est C? sur R" et déterminer pour tout x € R*, VJ(x) et V2J(x).
2. On suppose que A est définie positive.
a) Montrer que J est strictement convexe.

b) Décrire ’ensemble des extrema de J sur R ?

PARTIE 11
On suppose dans cette partie que
2 2
(2) = R2, J(CL’) — e%+%+3$1$2—7$1—51‘2'

2 2
1. Montrer que f:z € R — %1 + %+3az1x2 — Tx1 — dxy est une fonctionnelle quadratique.
2. Montrer que z* = (1,2) est 'unique point critique de J et donner sa nature.

3. Que dire de la valeur de inf g2 f(x)?

PARTIE 111

Soit n € N*. Soit ¢ : Q — R? une fonction C? sur © C R” un ouvert et U C  un ensemble convexe
fermé non vide.

1. Donner une condition suffisante pour que z € €2 soit un minimum local de ¢.
2. a) Que signifie que x € U soit un minimum local de ¢ sur U ?

b) Donner une condition nécessaire pour que z € U soit un minimum local de ¢ sur U.
3. On suppose uniquement dans cette question que = R? et U = (R_)2.

a) Montrer que U est un ensemble convexe et le représenter.

b) On suppose que z € U est un minimum local de ¢ et que 91p(z) # 0 et da(x) # 0. Montrer que
x = (0,0).

c) Représenter alors, en justifiant, la zone de R? ou V(0,0) € R? doit appartenir.
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On souhaite trouver une condition suffisante similaire & celle de la Question 1. (de cette partie)
garantissant que z € U, fixé, est un minimum local de ¢ sur U.

On définit le cone tangent de U en x 'ensemble : Ty (x) = Ry (U —x) ={t(y—x) :t e Ry,y € U}.
On suppose que Ty (x) est fermé.

On suppose dans la suite que

— Vh € Ty(x), (Veo(x), h) >0,
— Vh e Ty(z) \ {0}, (VZp(z)h, h) > 0.
4. a) Montrer que Ty () est un cone, c’est-a-dire vérifie pour tout A > 0, ATy (z) C Ty (x). Et-montrer
q”e l’tf‘/ta) e{‘t vh f{f]“]]ﬁ é.
b) Montrer que Ty7(x) est un ensemble convexe.

¢) On suppose dans cette question uniquement que n = 2 et U est le triangle dont les sommets sont
les points (1,1),(2,1), (2,2). Représenter Ty;(1,1).

5. a) Montrer qu’il existe a > 0 tel que pour tout h € Ty (z), avec ||h|| =1, on a (VZp(z)h, h) > .
b) En déduire que pour tout h € Ty(z), on a (VZ¢p(z)h, h) > « A1

¢) Montrer alors que  est un minimum local de ¢ sur U. Indication : on pourra considérer y € B(z,r) N U,

avec r > 0 bien choisi, et effectuer un développement de Taylor en x.

PARTIE IV

On reprend la fonction J de la Partie II définie en (2). On considére U = {(t,3 + 1) : t € [-1,1]}.
1. a) Trouver 'unique x € U tel que pour tout y € U, (VJ(x), y —z) > 0.

b) Déduire de la Partie III que = est un minimum local de J sur U.
2. a) Montrer que J est strictement convexe sur U.

b) Retrouver alors, par un autre raisonnement, le résultat de la Question 1.b) de cette partie, sachant
que z est tel que pour tout y € U, (VJ(z), y — z) > 0.

PARTIE V
On considére dans cette partie que
Ve e R?, J(z) = 6%”1,0”27
avec ¢ € R2.

1. Décrire les lignes de niveau de J.
2. Montrer que J est strictement convexe sur R2.
3. Justifier que J admet un unique minimum global et donner son expression.

4. On suppose que U = R_ et ¢ = (1, 1). Trouver le minimum global de J sur U.



