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Feuille de TD n°2

Points extrémaux.

Exercice 1
Soit f :R? — R définie par

flzy,z2) = 25 + 25 — 6(2? — 23).
1. Montrer que f admet quatre points critiques.

2. Représenter a l'ordinateur f au voisinage de ses points critiques. Préciser la nature des points
critiques (maximum local, minimum local, point col) d’aprés les observations.

3. Calculer pour tout t € R, f(0,t) et f(¢,0) et dire si f admet un extremum en (0, 0).

4. Pour les trois autres points critiques, calculer la hessienne de f en ces points et conclure sur leur
nature.

Exercice 2
Soit f :R? — R définie par
f($1,$2) = LL“% + x%

Déterminer ses points critiques. Admet-elle des extrema locaux ? Globaux ?

Exercice 3
Soit f : R? — R définie par
f(zy,29) = 23 — 3w123.
1. Montrer que f admet un unique point critique en (0,0).
2. Préciser la nature de ce point critique.

3. Réprésenter a ordinateur f au voisinage de (0, 0), confirmer par I’observation ce qui a été démontré
a la précédente question.

4. Montrer que f est convexe sur le segment reliant les points (0,1) et (1,1).

5. On admet que f est positivement homogéne de degré 3, i.e. pour tout ¢ > 0, tout (w1, z2) € R?,
f(t(z1,22)) = t3f(z1,22), et que pour tout (z1,z2) € R?, f(z1,22) = Re ((z1 + ixg)?’)é

On rappelle que pour tout (z1,72) € R?\ {0}, il existe un unique ¢t > 0 et § € [0,2x[ tel que
(1, x2) = t(cos(#)sin(h)).

Montrer que l'on peut partitionner R? en 6 zones égales séparées par des demi-droites partant de
l'origine, et dans lesquelles on a alternativement f qui tend vers +oo puis f qui tend vers —oo quand
(21, 22)]] = +o0.

6. Représenter f : (z1,z2) — Re ((z1 4 iz2)¥), pour k > 2 et observer le nombre de zones.

1. On peut le vérifier facilement par le calcul.



