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justifier les réponses.

Total : 18.25 =4 + 5.5 + 6.75 + 2.

Exercice 1. (Cours)

1. a) Rappeler la définition du produit scalaire sur I'espace L;(O7 27) et de la norme quadratique
(ou norme 2).

b) Rappeler la définition des coefficients de Fourier complexes et réels de f € Lf,(O, 27).
2. On suppose que f : R — C est une fonction continue par morceaux et 2m-périodique.
a) Rappeler le Lemme de Riemann-Lebesgue qui concerne la suite des coefficients de Fourier

complexes (¢, (f))nez de f.
b) On suppose de plus (et pour la suite de cette question 2.) que f est C2. Montrer que

VneZ*, cu(f)= —%cn(f”).

c¢) Justifier alors que la série de Fourier de f converge normalement.
N

d) Que vaut alors, pour tout ¢t € R, lim ca(f)e™ 2
N—+oo —

Correction.
Total : 4 = (0.5 + 0.75) + (0.5 + 0.75 + 1 + 0.5).

1. Notons (e, ),ez la famille des fonctions exponentielles complexes : pour tout n € Z et tout ¢t € R,
en(t) = e,

a) Pour f,g € L2(0, 27?) le produit scalaire est : (f, g) = 5= QW f(t)g(t)dt, et la norme quadra-
tiaue : [1£ll, = /25 o F(0) Pt @)

b) Pour n € Z, ¢,(f) = <f, en) = 027r ft)e ™ dt et pour n € N, a,(f) = %fo% f(t) cos(nt)dt
et by(f) = L [27 f(t) sin(nt)dt (0.7opt).

2. a) Lemme de Riemann-Lebesgue :  lim ¢,(f) =0 (0.5pt).

[n]—+o0
b) On montre par deux intégrations par partie sucessives que ¢, (f”) = (in)?c,(f) (0.75pt).
c¢) La série >

nez Cn(f) converge absolument car

1



epar le Lemme de Riemann-Lebesgue | ‘lim co(f") = 0, donc il existe ny € N tel que pour
n|—+o00

tout n € Z satisfaisant |n| > ng, on a |c,(f")| < 1,
ed’olt pour tout n € Z satisfaisant |n| > ng, on a |c,(f)| < =5 et on conclut par critere de
comparaison (0.5pt).

Enfin on sait que la convergence absolue de ) ., ¢,(f) implique la convergence normale de la
série de Fourier de f : >~ _, c,(f)en (0.5pt).

d) Comme la série de Fourier de f converge normalement et que f et continue, cette derniere

N
converge ponctuellement vers f. Ainsi pour tout ¢ € R, Nlir}rl cn(f)e™ = f(t) (0.5pt).
— 400
n=—N
Exercice 2.
1. Soit N € N*.
a) Rappeler les définitions de la base canonique B = (ep,e1,...,enx—1) et de la base € =
(&0, &1, ..,EN-1) des exponentielles complexes de .

b) Donner la définition d’un opérateur T : £y — ¢ de convolution.

2. On suppose a partir de maintenant N = 4 et on définit T : ¢, — ¢, pour tout z € /4 et tout
n € {0,1,2,3} par

T(2)(n) = 2(n) + (Z _ Z) A1)+ p2(n—2) + G + i) S(n+1).

a) Ecrire T' comme une somme d’opérateurs de translation puis comme un opérateur de convo-
lution. T est-il un opérateur stationnaire ?

b) Donner la réponse impulsionnelle h de T'. Calculer sa DET h.

¢) On note A la matrice de T' dans la base canonique de ¢,. En justifiant brievement, de quel
type de matrice s’agit-il 7 Donner ’expression de A.

d) Rappeler la définition générale d’un opérateur multiplicateur de Fourier. Ecrire T comme un
opérateur multiplicateur de Fourier.

e) En justifiant brievement, a quel type de filtre peut-on assimiler 7" ?

Correction.
Total : 5.5 =(054+05)+ (1 +1+1+1+0.5).

1. a) Pour tout n € {0,1,..., N — 1}, e, : Z — C est tel que pour tout k € Z, e, (k) =1sin—k
divisible par N et e, (k) = 0 sinon. En utilisant I'isomorphisme entre {5 et C, on peut écrire
de maniere équivalente e,, = (3,1 )o<ken—1 (0.25pt).

Pour £, on a pour tout m € {0,1,...,N — 1}, et tout n € Z, E,,(n) = ¥~ (0.25pt).

b) Un opérateur T' : £y — {y est de convolution s’il existe w € £y tel que pour tout z € ly,
T(z)=w+z= (zﬁ; w(k)z(n — k)) (0.5pt).
nez



2a)OnaTl =Id+ (3—%)Ri + iRy + (3+ %) Ry (0.5pt). Vu la forme d'un opérateur de
convolution donnée a la question précédente, on a donc pour tout z € fy, T(z) = w * z avec
3 _ i

w = (1, 1D %, % + i) Puisque T est donc un opérateur de convolution, c¢’est par conséquent

également un opérateur stationnaire (0.5pt).
b) La réponse impulsionnelle h et T' vaut h = w (0.25pt). On trouve que h = (3,0,0,1) (0.75pt).

¢) Comme T est stationnaire, la matrice de 7" dans la base canonique, i.e. A, est circulante
(0.5pt). Comme h représente la premiere colonne de A, on a donc

3 7 1 3 7
31‘ 1t 32 4:4
2 _ L 1 _+l ES
_ 4 4 4 4 2 =
32 414 3 4 4
? L
111 2 1 1 1

d) Un opérateur multiplicateur de Fourier s’écrit M,y = IDFT o M,, o DFT ol w € {y et
M, est I'opérateur de multiplication par w. Appliquer un tel opérateur a un signal quelconque
revient a multiplier la DF'T de ce signal par w puis de repasser dans le domaine temporel (0.5pt).

Comme T est un opérateur stationnaire, ¢’est un multiplicateur de Fourier par h. On a donc
T =1IDFT o M; o DFT (0.5pt).

e) Comme h = (3,0,0,1), seules les basses fréquences d’'un signal z € ¢4 (s’apparentant aux
coefficients m = 0, 3) sont conservées et amplifiés car les hautes fréquences de z sont multipliés
par 0 et les hautes fréquences par des valeurs plus supérieures ou égales a 1. T" est donc un filtre
passe-bas (0.5pt).

Exercice 3. (Séries de Fourier)
On considere la fonction f : R — R, 27-périodique et définie par

vVt € [0,2n[, f(t)=—t+m.

1. Représenter graphiquement la fonction f sur [—2m,27|. Indication : on prendra bien soin de
faire apparaitre clairement sur le graphe les valeurs de f en 2km pour k € {—1,0,1}.

2. La fonction f est-elle continue ?
3. Quelle est la régularité de f 7 Justifier brievement.

4. a) Calculer ¢o(f).
b) Calculer pour tout n € Z*, ¢,(f).
¢) En utilisant 1’égalité de Parceval, déduire que
+00 1 2

2
—n 6

5. a) Déterminer pour tout n € N, a,(f).
b) Déterminer pour tout n € N*, b,(f).



¢) Montrer que la série de Fourier partielle symétrique d’ordre N € N* de f, i.e. Sy(f), vaut

vieR, Sx(f)it) =23 Smfl”t).

d) Vers quoi la série de Fourier de f converge-t-elle ponctuellement 7 Justifier.

e) A-t-on pour tout t € R, f(t) = NhI—If—l Sn(f)(t) ?
—+00

f) Montrer que

Indication : au cours de la preuve, on pourra séparer les termes paires et impaires d’une somme.

Correction.
Total : 6.75 = 0.5 + 0.5 + 0.25 + (0.5 + 0.75 + 1) + (0.5 + 0.5 + 0.5 + 0.5 + 0.5 + 0.75).

1. Voir la figure 1 (0.5pt).

2. Non car méme si la fonction est C* sur |0, 27| et est 2w-périodique, il y a une discontinuité en
tous les 2km pour k € Z, puisque la limite a gauche de f en ces points vaut —n et la limite a
droite vaut 7 (0.5pt).

3. f est C! par morceaux car elle est 2m-périodique et c’est la restriction sur ]0, 27| d’une fonction
C! sur [0, 27] (0.25pt).

27

4. a) Ona co(f) = & [, f(t)dt. Cest la valeur moyenne de f. On vérifie que co(f) = 0 (0.5pt).

b) Pour tout n € Z

1 o —int 1 o —int
0 0
1 .

( - )efmt 2w /27r efmt " 1 ( T N T 0) 1 (O . f)
_ — T — = — | — —_— — = —.(U. ,
2m —in 0 n 2 \in  n m P

0

¢) D’aprés l'identité de Parceval, on a >°5%° e ()2 = |If]l? = = OQW f(t)3dt (0.5pt). Or

n=—oo

27 s 2 3
/ F(t)2dt = 2/ (=t + )2t = ==
0 0 3

et
1

Dol NP =D leal P+ D leal NP =2 5
neL neN* neN* neN*

donc on obtient bien > % L = Z- (0.5pt).

6
5. a) On a pour n € N, a,(f) = ¢, (f) + c—n(f) =0 (0.5pt).



b) On a pour n € N, by (f) = i(ea(F) = c-(f)) = £ (0.5p1).
¢) On a pour tout N € N* et t € R

Dﬁmz

Sn(f)(t) = + Z(an(f) cos(nt) + b, (f) sin(nt)) = 2

n=1 n=1

(0.5pt)

d) Comme f est C' par morceaux et 2r-périodique, le théoréme de Dirichlet s’applique et donc
pour tout ¢t € R, Nlirf Sn(f)(t) = (f(t7)+ f(tT))/2 (0.5pt).
—+00

e) C’est seulement le cas de maniere certaine aux t € R ou f est continue. Or, par exemple, en

0, f n’est pas continue. En ce cas Nlim Sn(f)(0) =0, car les limites a gauche et a droite de f
—+00

en 0 sont respectivement — et 7 (ici il se trouve que I'on a directement Sy (f)(0) = 0 pour tout

N). Or f(0) =m, d’ou f(0) # NEIEWSN(f)(O) (0.5pt).

f) On a d’apres d), liIJIrl SN(f)(”) = Z et pour tout N € N*, Son(f)(5) = 2Zp | Snem)

2 2 2p

(2p+1)Z . -
2 Zp o = (2;);1 =2 Zp 0 2p+1 On a toujours EIEOOSQN(f)(a) = 7 (suite extraite), donc on

a bien ¢ 7 (0.75pt).

p=0 2p+1 -

Exercice 4. (Transformée de Fourier)
On rappelle que la transformée de Fourier d’une fonction f : R — C est définie (quand cela a un
sens) par la formule

+oo

VweR, F(f)w)=flw)= f(t)e ™ dt.

—0o0

1. Rappeler la définition de l'espace L'(R). Justifier que si f € L'(R), alors pour tout w € R, f(w)
est bien définie.

2. Soit f,g € L*(R). Rappeler la définition du produit de convolution f * g. Que vaut F(f *g) ?

2
3. S0it ¢ > 0. On admet que la transformée de Fourier de la fonction g, : t € R — e 27 vaut

VweR, golw)=0e 2 .

Trouver f € L'(R) satisfaisant

“+o00

vVt e R, f(s)f(t—s)ds = g,(t) et YweR, flw)>0

Correction.
Total : 2 =0.5+ 0.5 + 1.

1.Ona L'(R) = {f : R = C: f suffisamment réguliere et [ |f] < +oo} (0.25pt). Si f € L'(R)
alors pour tout ¢,w € R, |f(t)e™™| = |f(t)| donc par critere de comparaison, t — f(t)e™™* est
intégrable et donc f(w) est bien définie (0.25pt).



2. Pour tout t € R, f* g(t) = [ f(s)g(t — s)ds et pour tout w € R, f * g( ) = f(w)j(w) (0.5pt).

3. De la premiére égalité et par la propriété de la transformée de Fourier vis a vis de la convolution,
on déduit que pour tout w € R, f(w)? = gy(w). Comme f(w) > 0, on déduit que f(w) =

>22

(<
Joe T = % e S = \/g - g2 (w). Par injectivité de I'opérateur de transformée de
on

Fourier sur L'(R), on déduit donc que pour tout t € R, f(t) \/» 92 (1pt).
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Figure 1: Fonction f sur [—27, 27| de Exercice 3, 1.



