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Exercice 1
Soit f ∈ L2

p(0, 2π) que l’on suppose à valeurs réelles.

1. Énoncer l’identité de Parseval pour f .
2. En déduire que
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an(f)2 + bn(f)2

)
=
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2π

∫ 2π

0

f(t)2dt.

3. En déduire que an(f) −→
n→+∞

0 et bn(f) −→
n→+∞

0.

Correction.

1. On a
∑+∞
n=−∞ |cn(f)|2 = ‖f‖22 = 1

2π

∫ 2π

0
|f(t)|2dt = 1

2π

∫ 2π

0
f(t)2dt puisque f est réelle.

2. On sait que c0(f) = a0(f)
2 et pour tout n ∈ N∗, cn(f) = an(f)−ibn(f)

2 et c−n(f) = an(f)+ibn(f)
2 . Comme f est réelle,

on a an(f) ∈ R et bn(f) ∈ R, donc pour tout n ∈ N∗, |cn(f)|2 = |c−n(f)|2 = an(f)
2+bn(f)

2

4 . Ainsi l’identité de Parseval,
impliquant les coefficients de Fourier complexes de f , donnée à la question précédente fournit
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∫ 2π

0

f(t)2dt,

d’où l’égalité cherchée.
3. D’après la question précédente, la série

∑
n∈N∗

(
an(f)2 + bn(f)2

)
est convergente. Nécessairement an(f)2+bn(f)2 −→

n→+∞
0. Comme pour tout n ∈ N∗, an(f)2 + bn(f)2 > max(an(f)2, bn(f)2), on déduit bien que an(f) −→

n→+∞
0 et

bn(f) −→
n→+∞

0.

On vient de redémontrer le lemme de Riemann-Lebesgue pour les coefficients de Fourier réels. Notez que de
l’identité de Parseval fournit dans la première question, on aurait pu de même retrouver que cn(f) −→

n→±∞
0.

Exercice 2
On note `2(Z) l’espace vectoriel complexe des suites indexées par Z et de carré sommable muni du produit scalaire
complexe

∀u, v ∈ `2(Z), 〈u, v〉 =

+∞∑
n=−∞

unvn,

et de sa norme euclidienne notée ‖·‖2.
On considère

Φ : L2
p(0, 2π)→ `2(Z),

f 7→ (cn(f))n∈Z .

Notez que Φ est l’équivalent de l’opérateur DFT dans le contexte de l’analyse de Fourier des éléments de
L2
p(0, 2π).

1. Montrer que Φ est linéaire.
2. Montrer que Φ est injective. Indication : on pourra utiliser l’identité de Parseval.

On vient de montrer que la connaissance des coefficients de Fourier d’une fonction f ∈ L2
p(0, 2π) la

caractérise complètement. On pourrait montrer que Φ est également surjective, d’où L2
p(0, 2π) ' `2(Z).

3. En utilisant le théorème de Parseval (de convergence en moyenne quadratique), montrer que pour tout f, g ∈
L2
p(0, 2π), 〈SN (f), SN (g)〉 −→

N→+∞
〈f, g〉. En déduire que 〈Φ(f), Φ(g)〉 = 〈f, g〉.
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Correction.
1. Φ est linéaire par linéarité à gauche du produit scalaire.
2. Soit f ∈ L2

p(0, 2π) tel que Φ(f) = 0. Or par l’identité de Parseval, ‖f‖2 = ‖Φ(f)‖2 = 0, d’où f = 0 (dans L2
p(0, 2π)).

Donc Φ est injective.
On a donc montré que si f, g ∈ L2

p(0, 2π) tels que pour tout n ∈ Z, cn(f) = cn(g), alors f = g (dans
L2
p(0, 2π)).

3. Soit f, g ∈ L2
p(0, 2π) et N ∈ N. Alors

|〈f, g〉 − 〈SN (f), SN (g)〉| = |〈f − SN (f), g〉+ 〈SN (f), g − SN (g)〉| ,
6 |〈f − SN (f), g〉|+ |〈SN (f), g − SN (g)〉| ,
6 ‖f − SN (f)‖2 ‖g‖2 + ‖SN (f)‖2 ‖g − SN (g)‖2 ,
6 ‖f − SN (f)‖2 ‖g‖2 + ‖f‖2 ‖g − SN (g)‖2 ,

grâce à l’inégalité triangulaire, l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité de Bessel. Donc |〈f, g〉 − 〈SN (f), SN (g)〉| −→
N→+∞

0, puisque ‖f − SN (f)‖2 , ‖g − SN (g)‖2 −→
N→+∞

0 par le théorème de Parseval.

Mais 〈SN (f), SN (g)〉 =
∑N
n=−N cn(f)cn(g) −→

N→+∞

∑+∞
n=−∞ cn(f)cn(g) = 〈Φ(f), Φ(g)〉. Donc par unicité de la

limite, on déduit bien que 〈Φ(f), Φ(g)〉 = 〈f, g〉. L’opérateur Φ conserve le produit scalaire.


