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Feuille de TD n◦2
DFT : définitions et premières propriétés.

Exercice 1
Pour N ∈ N∗, on considère la famille E = (E0, ..., EN−1) d’éléments de `N , avec Em(n) = e2πi

mn
N .

1. Montrer que pour tout j, k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}, on a la formule :
N−1∑
n=0

e2πin
j−k
N =

N−1∑
n=0

e2πin
k−j
N = Nδj,k =

{
N j = k

0 j 6= k.

2. Montrer que E = (E0, ..., EN−1) est une base orthogonale de `N .
3. Expliciter les bases E de `2 et `4.
4. Donner les matrices WN et W−1

N associées à la DFT et à la IDFT dans le cas N = 2 et N = 4.

Exercice 2
Démontrer que, pour tout z ∈ `N les formules de périodicité suivante sont valides :

ẑ(m+N) = ẑ(m), ž(n+N) = ž(n), ∀m,n ∈ {0, . . . , N − 1} .
En déduire que les définitions de ẑ(m) et ž(n) peuvent être étendues à tout l’ensemble Z.

Exercice 3
Soit z ∈ `N quelconque. Montrer les formules suivantes :

1. ẑ∗(m) = ẑ(−m)∗, ∀m ∈ Z. En déduire que z est réel si et seulement si ẑ(m) = ẑ(−m)∗ = ẑ(N −m)∗.

2. ˆ̂z(n) = Nz(−n), ∀n ∈ Z. C’est à dire, appliquer deux fois la DFT correspond à changer le signe à la
variable de z et multiplier par N le résultat. On dit que 1

NDFT2 est l’opérateur de parité.

3. En déduire que 1
N2DFT4 = id`N et l’expression de la matrice W 4

N .
4. En déduire les valeurs propres de la DFT.

Exercice 4
Soit N > 1 et 0 6 k < N . Soit z ∈ `N la suite périodique telle que z(0) = z(1) = . . . = z(k− 1) = 1 et
z(k) = z(k + 1) = . . . = z(N − 1) = 0.
1. Calculer la transformée de Fourier discrète de z.
2. En déduire le calcul de la somme

N−1∑
n=1

sin2
(
πnk
N

)
sin2

(
πn
N

) .
Exercice 5
Soit z = (1, 0,−3, 4)t ∈ `4.
1. Calculer ẑ = W4z. Observer que les composantes de ẑ sont complexes même si z a seulement de
composantes réelles et vérifier la validité de la propriété (1) de l’exercice 3.

2. Vérifier que W−1
4 ẑ = z.

3. Répéter les mêmes calculs avec z = (1, i, 2 + i,−3)t.
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Exercice 6
Soient z = (1, 1, 0, 2)t et w = (i, 0, 1, i)t :
1. Calculer la convolution z ∗ w.
2. Calculer ẑ, ŵ et ẑ ∗ w.
3. Vérifier que ẑ ∗ w(m) = ẑ(m)ŵ(m).

Exercice 7

1. Soit f : Z→ C une fonction N -périodique, N ∈ N :

f(n+ aN) = f(n) ∀a, n ∈ Z.
Montrer que pour tout m ∈ Z :

m+N−1∑
n=m

f(n) =

N−1∑
n=0

f(n).

2. DFT et translation
Soit z ∈ `N et soit k ∈ Z. Montrer que :

R̂kz(m) = e−2πimk
N ẑ(m) ∀m ∈ Z,

où Rk(z) : Z→ C est la suite translatée définie par la formule :

Rkz(n) = z(n− k) ∀n ∈ Z.

3. DFT et convolution
Soient z, w ∈ `N . Montrer que :

DFT (z ∗ w)(m) = ẑ(m) · ŵ(m)⇐⇒ (z ∗ w)(n) = IDFT (ẑ · ŵ)(n) ∀n,m ∈ Z,

IDFT (ẑ ∗ ŵ)(n) = Nz(n) · w(n)⇐⇒ (ẑ ∗ ŵ)(m) = N DFT(z · w)(m) ∀n,m ∈ Z.

Exercice 8
On considère le signal audio continu

z(t) = 3 sin

(
2π

7t

512

)
− 4 cos

(
2π

8t

512

)
, t ∈ R.

1. Écrire le signal audio de `512 généré par 512 échantillons de z(t) pris à intervalle de temps 1.
2. Déterminer ẑ en utilisant seulement les formules de Euler.
3. Dessiner les coefficients de Fourier de z dans le plan complexe.
4. Dessiner et analyser le spectre d’amplitude de ẑ pour interpréter le contenu fréquentiel de z : y a-t-il
une prévalence de hautes ou basses fréquences en z ?

Exercice 9
Soit z ∈ `N . On définit sa fonction d’autocorrélation par

∀h ∈ Z, ρ(h) =
N−1∑
k=0

zkz̄k−h.

On note ẑ la DFT de z. Montrer que

∀h ∈ Z, ρ(h) =
1

N

N−1∑
k=0

|ẑk|2 e
2iπhk
N .


