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Feuille de TD n◦1
Espaces vectoriels complexes avec produit scalaire.

Exercice 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit (E, 〈·, ·〉) un espace hermitien. Soit u, v ∈ E. On souhaite montrer que

| 〈u, v〉 | 6 ‖u‖ ‖v‖ .(1)

1. On suppose dans un premier temps que 〈u, v〉 ∈ R. Montrer que (1) est vraie. Indication : on pourra
considérer la fonction polynomiale P : t ∈ R 7→ 〈u+ tv, u+ tv〉.
2. On suppose maintenant que 〈u, v〉 ∈ C\{0}. Montrer que l’on peut se ramener à la première question
en considérant ũ = 〈u, v〉

|〈u, v〉|u et ṽ = v. Conclure.

Exercice 2
Soit (E, 〈·, ·〉) un espace hermitien et (u1, . . . , un) une base orthonormale de E.
1. Montrer que pour tout u ∈ E, u =

∑n
i=1 〈u, ui〉ui.

2. Montrer que pour tout u, v ∈ E, 〈u, v〉 =
∑n

i=1 〈u, ui〉 〈v, ui〉. C’est l’identité de Parceval.

3. Montrer que pour tout u ∈ E, ‖u‖2 =
∑n

i=1 | 〈u, ui〉 |2. C’est l’identité de Plancherel.

Exercice 3
Soit (E, 〈·, ·〉) un espace hermitien de dimension n ∈ N∗ et (u1, . . . , up) une famille orthogonale de
E, avec ui 6= 0 pour tout i ∈ {1, . . . , p} et p 6 n. On considère le sous-espace vectoriel de E, F =
Vect(u1, . . . , up). On définit pour tout u ∈ E

pF (u) =

p∑
i=1

〈u, ui〉
‖ui‖2

ui,

que l’on appelle projecteur orthogonal sur F .
1. Quelle est la dimension de F ?
2. Vérifier que pF est un endomorphisme de E.
3. Que vaut le noyau Ker(pF ) de pF ?
4. Que vaut l’image Im(pF ) de pF ? Indication : on pourra montrer que pour tout u ∈ F , pF (u) = u.
5. En déduire que Ker(pF ) et Im(pF ) sont supplémentaires orthogonaux.

Exercice 4
On considère l’espace vectoriel C3 muni du produit scalaire complexe euclidien et les trois vecteurs :

u = (0, i, 2i), v = (2i, 0,−i), w =

(
0, i,

1

2
e−

π
2
i

)
.

1. Déterminer les relations d’orthogonalité entre les vecteurs u, v, w.
2. Calculer la norme de u, v, w et les distances euclidiennes entre eux.
3. Vérifier que (u, v, w) est une base (non orthogonale) de C3.
4. Soit S le sous-espace vectoriel de C3 engendré par u et w. Calculer la projection orthogonale de v
sur S, qu’on écrit pS(v). Calculer la distance euclidienne entre v et sa projection sur S, i.e. d(v, pS(v))
et vérifier qu’elle minimise la distance entre v et tous les vecteurs de S (suggestion : considérer la
distance au carré).
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5. À partir de (u, v, w), déterminer une base orthogonale et une base orthonormale de C3 en utilisant
pS(v).
6. Appliquer la procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt à la famille (u, v, w) pour construire
une base orthonormale de C3. Que peut-on observer par rapport à la base orthonormale construite
dans 5. ?
7. Étant donné le vecteur a = (2i,−1, 0), écrire la décomposition de a et l’identité de Plancherel
par rapport à la base orthonormale déterminée dans la question 5. En déduire le vecteur de la base
orthonormale qui a le poids le plus important dans la décomposition de a.

Exercice 5
On considère C3 munit de son produit scalaire hermitien canonique noté 〈·, ·〉 et l’endomorphisme

T : C3 −→ C3

(z1, z2, z3) 7−→ T (z1, z2, z3) =
(
z1+z2√

2
, −iz1+iz2√

2
, iz3

)
,

1. Déterminer la matrice A associée à T via la base canonique de C3 et la matrice inverse A−1.
2. Démontrer que A est une matrice unitaire.
3. Déterminer la valeur du produit scalaire 〈T (0, 3i,−i), T (1, 1, i)〉, sans calculer T (0, 3i,−i) et T (1, 1, i).
4. Déterminer deux bases orthonormales de C3 à partir de A.

Exercice 6
Soit

A =

 1 0 i
0 1 −1
−i −1 1

 .

Trouver une matrice unitaire U et une matrice diagonale D telles que D = U−1AU .
Même question avec

B =

 4 i −i
−i 4 1
i 1 4

 .


