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Exercice 1 (3 points)
Soient u € (RY)N et a € RY. Déterminer les limites des suites v et w définies pour tout n € N par

_ 4narctan(n) . 3y,
" n+2 "l
Correction.
1. Méthode 1 : on a pour tout n € N, v, = a,a avec oy = % (donc « € RNy or o, ~ 27

n—+00
donc « tend vers 27. Par opération sur les limites, v tend vers 2ma.

4n arctan(n
Méthode 2 : pour tout n € N, ||v, — 27al|, = (II() — 27r> lla|l, ——— 0 donc v tend vers 27a.
n+ 2 n—s+o00
(1.5pt)

. PO : _ A . Aven [ _ 3—n
2. 51 on écrit w,, = Byu, avec 5, ER T
manque d’information sur u. En revanche, on peut intuiter la limite en observant que (37"),, tend vers

, la suite réelle 8 tend vers 0 mais on ne peut conclure par

0 et que (W) est une suite vectorielle bornée.
n 2 n

||“7LH2 - ) HUHHQ
— 2t 3" ——— 0 (car ||u <1+ ||lu d'odt ————=—
1 n HunHQ X n—+00 ( H 7LH2 ~ H Tl||2 1 4 HU‘TLHQ ~ )

Ainsi w tend vers 0 € R?%. (1.5pt)

Pour tout n € N, |lwy|,=3""

Exercice 2 (11 points)

Soient r > 0 et D = (R x R;) N B((0,0),r). On se propose dans cet exercice de déterminer l'intérieur et
ladhérence de D.

1. Déterminer si R x Ry est un ouvert ou un fermé de R2.

2. Montrer, uniquement a l'aide de la définition d’ouvert, que R x R% est un ouvert de R2.
3. Représenter D.

4. Soit Q = (R x R%) N B((0,0),). Montrer que € est un ouvert de R?.

5. Montrer que = D (on pourra supposer par I’absurde qu'il existe (z,y) € D \ Q).

6. Proposer un candidat F' pour ’adhérence de D et déduire des questions précédentes qu’il est bien un
fermé de R?.

7. Montrer que F' = D (un dessin accompagnant votre raisonnement sera apprécié).



Correction.

1. Soit u = (T, yn)n € (R x Ry)N une suite convergeant vers (£, ¢,) € R2. Puisque pour tout n € N,
yn = 0 on a par passage a la limite £, > 0 d’ou £ € R x R;. D’aprés la caractérisation séquentielle des
fermés, R x Ry est donc un fermé de R2. (1.5pt)

2. Soit (x,y) € R x R% et posons ' = y. Alors ' > 0 et B((z,y),7") C R x R%. En effet, pour tout
(=,y') € B((z,y),r"), ly —¢/| < |[(z,y) = (", y)| <+ doncy’ >y —r =0donc («/,y) € R xRY.
(1.5pt)

3. D est l'intersection du demi-plan (bord inclus) {(z,y) € R? /y > 0} avec la boule ouverte B((0,0),).
(1pt)

4. € est 'intersection de deux ouverts de R? donc lui-méme un ouvert de R2. (1pt)

5. Q est un ouvert de R et Q C D donc Q C D. Supposons par I'absurde qu’il existe (z,y) € D\Q Puisque
(x,y) € Det D C D,y >0 et puisque (z,y) ¢ Q,y < 0doncy = 0. De plus, d’ apres la caractérisation de
intérieur, il existe 7o > 0, B((z,y),70) C D. Or (z, =) € B((x,y),r0) et (z, %) ¢ D. Contradiction.
Finalement, Q = D. (2.5pt)

6. Posons F' = (RxR,)NB((0,0),r). Puisque R, xR et B((0,0),r) sont des fermés de R?, leur intersection
F Dest également. (1pt)

7. Soit (z,y) € F\ D. Ona F\ D = (R x R;) N (B((0,0),r)\ B((0,0),7)). Il s’agit du demi-cercle de
rayon r situé au-dessus de 'axe (Oz). On a donc y > 0 et ||(z,y)||, = 7.

Méthode 1 : La suite ((1 — 2)(, y))n tend vers (x,y) (x,y) — (1 — %)(az,y)”2 = H%(z,y)”z =
Lz, 9, ﬁ 0. Elle est & valeurs dans D car pour tout n € N*, (1 — 1)y > 0 et

(1 - Ly (z,y) - H2 = (1= y)ly = (1 —L)r <r. Daprés la caractérisation séquentielle de
I’adhérence, on a donc bien D F.

Méthode 2 : pour tout ' > 0, B((x,y),7) N D # (. En effet, (1 — %)(x,y) € B((z,y),r") car

|@w - =), = 5@yl <r'et 0= 5)@y) € Dear (1= 5y, = Q- <r

et (1 — %)y > 0. (2.5pt) (bonus graphique : .5 pt)

Exercice 3 (4.5 points)
Dans les deux cas suivants, vérifier que (0,0) appartient a 'adhérence du domaine de définition de f puis
étudier 'existence d’une limite de f en ce point, et le cas échéant, la calculer.

2 2
xy*” cos(z) ) 3x

L f:(z,y) —

5

Correction.
1 f:(R?)* > Ret (0,0) € (R2)* car la suite (1, D)pens € (R?)*)N" tend vers (0,0). (.75pt)
Pour tout (z,y) € (R2)*, [322+1?| > a?+y? et | cos(z)| < 1 done |f(z,y)| < 222 < Leilly — iy,

d 1 f(z,y) = 0. (1.5pt) Tl
onc im z,y) =0. (1.5pt
(z,y)—(0,0) Y .

2. f:RxR* > Ret (0,0) € R x R car la suite (0, —1),en+ € (R x R2)N tend vers (0,0). (.75pt)
Pour tout = € R* | f(0,2) =0 — 0et f(z,—2t) =3 — 3 donc f n’admet pas de limite en (0,0).
T— T—

(1.5pt)

Exercice 4 (3 points)
Soit f: R? = R, (z,y) — 3—|(x,y)]|,- Déterminer les lignes de niveau de f puis en tracer quelques unes.
Calculer une des applications partielles de f. Tracer le graphe de f.

Correction.

Le graphe sera tracé en CM : c’est un cone de sommet en (0,0, 3). (1pt)

Pour tout @ > 3, D, = (). D3 = {(0,0)} et pour tout a < 3, D, = {(z,y) € R? / /a2 + 42 = 3 — a} est
le cercle de rayon 3 — a. Par exemple, Dy est le cercle unité. (0.75+0.75pt)

Pour tout = € R, fj,—o(z) = f(z,0) =3 — |z|. (0.5pt)



