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Exercice 1 (4.5pt)

Donner le domaine de définition de la fonction f : x 7→
√
x sin(x)

tan(x)
. Déterminer si f est continue ou

prolongeable par continuité en x0 lorsque

a) x0 = 0, b) x0 = π
4 , c) x0 = π

2 , d) x0 = π.

On considère dans cet exercice la fonction tangente usuelle, non étendue par périodicité.

Exercice 2 (11.5pt)
Soit f : R → R une fonction deux fois dérivable sur R telle que f(x) = o

x→−∞
(1) et f(x) = o

x→+∞
(1).

On suppose de plus que f(0) > 0.
1. a) Dessiner, à titre d’exemple, le graphe d’une fonction satisfaisant les hypothèses de l’énoncé.
b) Montrer qu’il existe x1 < 0 et x2 > 0 tels que f(x1) = f(x2) =

1
2f(0).

c) Montrer qu’il existe c ∈ R tel que f ′(c) = 0.
d) Placer les variables x1, x2 et c sur votre dessin (ou sur un nouveau dessin).

2. On suppose par l’absurde que pour tout x ∈ R, f ′′(x) 6= 0.
a) Montrer que f ′ est injective. Indication : on pourra raisonner par l’absurde.
b) En déduire que f ′ est strictement monotone.
c) On suppose que f ′ est strictement croissante. Montrer qu’il existe x0 ∈ R et α > 0 tels que pour
tout x > x0, f ′(x) > α.
d) En déduire que lim

x→+∞
f(x) = +∞. Que conclure ?

e) Étudier de manière similaire le cas où f ′ serait strictement décroissante.
f) Conclure.

Exercice 3 (6pt)
Soit f : R→ R une fonction telle que lim

x→−∞
|f(x)| = +∞ et lim

x→+∞
|f(x)| = +∞.

1. Soit u une suite réelle.
a) Montrer que si u est non majorée, il existe une extractrice ϕ telle que uϕ = (uϕ(n))n∈N tend vers
+∞.
b) Montrer que si u est non minorée, alors −u est non majorée.
c) En déduire que si u est non minorée, il existe une extractrice ϕ telle que uϕ tend vers −∞.

2. Soit M > 0. On considère une suite réelle u telle que pour tout n ∈ N, |f(un)| 6M . Montrer que u
admet une valeur d’adhérence.

Exercice 4 (3.5pt)
Soient u, v, w ∈ RN. On suppose que u converge vers ` ∈ R, que un ∼

n→+∞
vn et que pour tout n ∈ N,

on a wn = max(un, vn). Montrer par deux méthodes différentes que la suite w tend vers `.
Indications : on pourra utiliser, pour l’une des méthodes, la formule du maximum basée sur la moyenne.
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Exercice 5 (6pt)
Soient u, v ∈ RN deux suites réelles. On suppose que u est une suite de Cauchy. Dans chacun des cas
suivants, déterminer si l’assertion implique que v est stationnaire, que v est une suite de Cauchy ou
que v est convergente.
1.

∀ε > 0, ∀n ∈ N, ∀N ∈ N, ∃p > N, |up − vn| < ε .

2.
∀ε > 0, ∀n ∈ N, ∃p > n, |up − vn| < ε .

3.
∀ε > 0, ∀n ∈ N, ∃p ∈ N, |up − vn| < ε .


