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Feuille de TD n◦3
Suites réelles et complexes : comportement asymptotique.

Exercices complémentaires d’entraînement

Exercice 1
Soient a, b, q, r ∈ R tels que a < b et 0 < q < r. Montrer que

na = o
n→+∞

(
nb

)
et qn = o

n→+∞
(rn) .

Correction.

1. Pour tout n ∈ N∗, na

nb = na−b tend vers 0 quand n tend vers +∞, car a− b < 0, donc na = o
n→+∞

(
nb

)
.

2. Pour tout n ∈ N, qn

rn =
(
q
r

)n tend vers 0 quand n tend vers +∞, car c’est le terme général d’une suite géométrique
de raison q

r < 1, donc qn = o
n→+∞

(rn).

Exercice 2
Soit u = (un)n∈N ∈ RN une suite telle que un = (−1)n + o

n→+∞
(1). Montrer que u est bornée.

Correction.
Posons v = ((−1)n)n∈N. Par hypothèse, il existe une suite ε ∈ RN qui tend vers 0 et telle que u = v + ε (ou APCR).
Ainsi, u est la somme de deux suites bornées donc elle est bornée. En effet, pour tout n ∈ N, |(−1)n| ⩽ 1 et la suite ε
est convergente donc bornée.

Exercice 3
Soient a, b ∈ R∗. Montrer que

a

b+ o
n→+∞

(1)
=

a

b
+ o

n→+∞
(1) .

Correction.
D’après le cours, si u ∈ RN et ℓ ∈ R, on a

un = ℓ+ o
n→+∞

(1) ⇐⇒ lim
n→+∞

un = ℓ

donc lim
n→+∞

b+ o
n→+∞

(1) = b et

lim
n→+∞

a

b+ o
n→+∞

(1)
=

a

b
d’où

a

b+ o
n→+∞

(1)
=

a

b
+ o

n→+∞
(1) .

Exercice 4
Donner un équivalent simple des quantités suivantes

1. un = (n− 7) ln(n2 + 2)

2. un =
n

1− 1
n

3. un = −7n + 5n−3n − n3 + (2n)!.

4. un = 2n4 − 3n2 + (ln(n))9 − n3(ln(n))2 + 0.9n.

Correction.

1. n2 + 2 ∼
n→+∞

n2 donc ln(n2 + 2) ∼
n→+∞

2 ln(n) et (n− 7) ln(n2 + 2) ∼
n→+∞

2n ln(n).

2. n
1− 1

n

∼
n→+∞

n car 1− 1
n −−−−−→

n→+∞
1 donc 1

1− 1
n

∼
n→+∞

1 d’où le résultat par produit termes à termes.

3. D’après le cours 7n = o
n→+∞

(n!) et n3 = o
n→+∞

(n!). Or, n! = o
n→+∞

((2n)!) car
n!

(2n)!
=

1∏2n
k=n+1 k

⩽
1

2n
−−−−−→
n→+∞

0.

Par transitivité, 7n−n3 = o
n→+∞

((2n)!). De plus, n−3n = e−3n lnn −−−−−→
n→+∞

0 donc n−3n = o
n→+∞

(1) = o
n→+∞

((2n)!).

Les 3 premiers termes sont négligeables face à (2n)! donc un = (2n)! + o
n→+∞

((2n)!), i.e. un ∼
n→+∞

(2n)!.
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4. On a 3n2 = o
n→+∞

(
n4

)
car 3n2

n4 −−−−−→
n→+∞

0 et d’après le cours lnn = o
n→+∞

(
n

1
9

)
donc par élévation à une puissance

finie, (lnn)9 = o
n→+∞

(n) = o
n→+∞

(
n4

)
, de même (lnn)2 = o

n→+∞
(n) donc en multipliant par n3, n3(lnn)2 =

o
n→+∞

(
n4

)
. Enfin, 0.9 < 1 donc 0.9n −−−−−→

n→+∞
0 donc 0.9n = o

n→+∞
(1) = o

n→+∞

(
n4

)
. Ainsi, un = 2n4 + o

n→+∞

(
n4

)
,

i.e. un ∼
n→+∞

2n4.

Exercice 5
Donner des équivalents simples des quantités suivantes.

1. un =
n− 1

3
ln(n)5 + (n+

√
n+ 1− 7)2

2. un = cos

(
1

nn

)
+

1

(n+ 3)2

3. un =

(
1 +

3

n

)n

4. un = (n− 1)n

5. un =
(n− π)n

nn + 10n − (3n)!

6. un =
8− 3n+ 1

3n +
√
n ln(n)2

−1 + n
ln(ln(n2n))

.

Correction.

1. n−1
3 ln(n)5 + (n +

√
n+ 1 − 7)2 ∼

n→+∞
n2. En effet, n +

√
n+ 1 − 7 ∼

n→+∞
n d’où (n +

√
n+ 1 − 7)2 ∼

n→+∞
n2

d’où (n+
√
n+ 1− 7)2 = n2 + o

n→+∞

(
n2

)
. D’autre part, lnn = o

n→+∞

(
n

1
5

)
donc par élévation à une puissance finie

ln(n)5 = o
n→+∞

(n) donc
n− 1

3
ln(n)5 = o

n→+∞

(
n2

)
car lim

n→+∞

1

n2

n− 1

3
ln(n)5 = 0. D’où le résultat en sommant.

2. cos( 1
nn ) +

1
(n+3)2 ∼

n→+∞
1 car lim

n→+∞
cos( 1

nn ) +
1

(n+3)2 = cos(0) + 0 = 1 par continuité de la fonction cosinus.

3. un = en ln(1+ 3
n ). Or ln(1 + 3

n ) ∼
n→+∞

3
n donc lim

n→+∞
n ln(1 +

3

n
) = 3. La fonction exponentielle étant continue en 3,

on peut composer et on obtient lim
n→+∞

un = e3. Ainsi, un ∼
n→+∞

e3.

4. (n− 1)n ∼
n→+∞

(n− 1)n. On a (n−1)n

nn = (1− 1
n )

n = en ln(1− 1
n ) −−−−−→

n→+∞
e−1 donc (n− 1)n n’est pas équivalent à nn.

5.
(n− π)n

nn + 10n − (3n)!
∼

n→+∞

(n− π)n

nn
car 10n = o

n→+∞
(nn) et (3n)! = o

n→+∞
(nn) donc nn + 10n − (3n)! ∼

n→+∞
nn.

De plus, (n−π)n

nn =
(
1− π

n

)n
= en ln(1−π

n ) −−−−−→
n→+∞

e−π. Ainsi, (n−π)n

nn ∼
n→+∞

e−π et on en déduit par transitivité que

un ∼
n→+∞

e−π.

6. Au numérateur, vn
.
= 8 − 3n + 1

3n +
√
n ln(n)2 = −3n + o

n→+∞
(n) donc vn ∼

n→+∞
−3n. En effet, 1

3n −−−−−→
n→+∞

0

donc 8+ 1
3n = o

n→+∞
(n) et ln(n) = o

n→+∞

(
n

1
4

)
donc par élévation à une puissance finie, (lnn)2 = o

n→+∞
(
√
n) et en

multipliant par
√
n,

√
n ln(n)2 = o

n→+∞
(n).

Pour n > 2, notons wn le dénominateur. On a

wn = −1 +
n

ln(ln(n2n))
= −1 +

n

ln(2n ln(n))
= −1 +

n

ln(2) + ln(n) + ln(ln(n))

= −1 +
n

ln(n) + o
n→+∞

(ln(n))
= −1 +

n

ln(n)
· 1

1 + o
n→+∞

(1)

= −1 +
n

ln(n)
(1 + o

n→+∞
(1)) = −1 +

n

ln(n)
+ o

n→+∞

(
n

ln(n)

)
=

n

ln(n)
+ o

n→+∞

(
n

ln(n)

)

En effet,
1

1 + o
n→+∞

(1)
= 1+ o

n→+∞
(1) car lim

n→+∞

1

1 + o
n→+∞

(1)
= 1 et −1 = o

n→+∞

(
n

ln(n)

)
car lim

n→+∞

n

ln(n)
= +∞.

Ainsi, wn ∼
n→+∞

n
ln(n) et par opérations sur les équivalents, un = vn

wn
∼

n→+∞
−3 lnn.

Exercice 6
Soient u, v ∈ RN et a ∈ R∗. Montrer que

un = o
n→+∞

(vn) ⇐⇒ aun = o
n→+∞

(vn) .
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Correction.
(⇒) Puisque un = o

n→+∞
(vn), il existe (εn)n∈N une suite telle que lim

n→+∞
εn = 0 et pour tout n ∈ N (ou APCR),

un = εnvn donc aun = aεnvn. Or la suite (aεn)n tend vers 0. Ceci montre que aun = o
n→+∞

(vn).

(⇐) Puisque aun = o
n→+∞

(vn), il existe (εn)n∈N une suite telle que lim
n→+∞

εn = 0 et pour tout n ∈ N (ou APCR),

aun = εnvn donc un = 1
aεnvn car a ̸= 0. Or la suite ( 1aεn)n tend vers 0. Ceci montre que un = o

n→+∞
(vn).

Exemple d’application : lnn = o
n→+∞

(n) donc ln(n2) = 2 lnn = o
n→+∞

(n).

Exercice 7
Soient u, v ∈ RN. On suppose que un = o

n→+∞
(vn).

1. Montrer que (−1)nun = o
n→+∞

(vn).

2. Montrer que un = o
n→+∞

(|vn|).

Correction.
Par définition, il existe (εn)n∈N une suite telle que lim

n→+∞
εn = 0 et pour tout n ∈ N (ou APCR), un = εnvn.

1. Pour tout n ∈ N (ou APCR), un = εnvn donc (−1)nun = (−1)nεnvn. Or la suite ((−1)nεn)n tend vers 0 car sa
valeur absolue tend vers 0. Ceci montre que (−1)nun = o

n→+∞
(vn).

2. Pour tout n ∈ N, on a nécessairement |vn| = vn ou |vn| = −vn ; posons sn = 1 si vn ⩾ 0 et sn = −1 si vn < 0 alors
|vn| = snvn d’où un = εnsn|vn| (ou APCR). De plus, lim

n→+∞
|snεn| = lim

n→+∞
εn = 0 donc la suite (snεn)n∈N tend vers

0. Ceci montre que un = o
n→+∞

(|vn|).

Exercice 8
Soient u, v ∈ RN deux suites strictement positives et équivalentes. On modifie la suite v en fixant à 0 un nombre fini
de ses termes et on note w la suite obtenue. Montrer que un ∼

n→+∞
wn.

Correction.
Puisque un ∼

n→+∞
vn, il existe N ∈ N et une suite (δn)n⩾N tels que lim

n→+∞
δn = 1 et pour tout n ⩾ N , un = δnvn.

Considérons l’ensemble des indices pour lesquels la suite w s’annule : A = {n /n ∈ N, wn = 0} = {n /n ∈ N, wn ̸= vn}.
Cet ensemble étant fini, il admet un maximum. Notons N0 = max(A) + 1. Alors pour tout n ⩾ N0, wn = vn. Notons
enfin N1 = max(N,N0), alors pour tout n ⩾ N1, un = δnvn = δnwn. Ainsi, un ∼

n→+∞
wn.


