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Feuille de TD n°3

Suites réelles et complexes : comportement asymptotique.

Exercice 1 (Cours : opérations sur les o)
Soient u, v, w trois suites réelles. Illustrer puis montrer les propriétés suivantes.

1. Transitivité des “0” : up, = o (v Up= 0 (Wy)=>u,= o0 (wy).
" n——+0o00 ( n) P n—-+0o0o ( n) " n—-+00 ( n)
2. Stabilité des “0” par addition : u, = o0  (vn), wpn= o0 (vp) = up+wy,= o (vp).
n—-+0o0o n—-+00 n——+oo
3. Stabilité des “o” par produit : up, = o0 (vp) = upwp, = o0 (vyawy).
n—-+o0o n—-+00

Exercice 2 (Cours : quelques régles de calcul sur les équivalents)
Soient u, v, w, t quatre suites réelles. Illustrer puis montrer les propriétés suivantes.

1. Transitivité : u,, ~ U, UV ~ Wp = U, ~ Wy

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o
2. Passage a la puissance : u,, ~ v, = uf ~ vy, pour a € R. On se placera dans le cas u suite
n—+400 n—-+o0o

strictement positive APCR.

3. Produit terme & terme : u,, ~ v, Wy, ~ tp, = Upwy ~  Uptny.
n—-4oo n—-+4o0o n—-+oo

Exercice 3
Donner des équivalents simples des quantités suivantes.

1 1
4. u, = tan i) T om

n!l—1 1
2.un:1n< )— n2
! ! 2
" (2n) 5.un:< )

14+ =
+n2

1.up, = ((n+ 1)) cos(n+1)

. 1 n
3. Un = sin <n”+1> te 6. up = n’ez + (n—1)%s

Exercice 4 (Développement asymptotique de la série harmonique)
Notons pour tout n € N*, H, =1+ % 4+ ...+ % la somme partielle de la série harmonique.

1. Soit (an)nen une suite.
a) Montrer que (an)nen converge si et seulement si ) (@ny1 — an) converge. On dit que la nature d’une
suite est la méme que sa série des différences.

=n"
NG
divergente. Est-ce en contradiction avec I’équivalence précédente ?

b) Montrer que la suite a = ( ) converge mais que la série ) _n(any1 — an) est absolument
n>0

2. a) Montrer que la suite (H,, — In(n)),en+ converge. On note 7 cette limite. C’est la constante d’Euler-
Mascheroni.

b) En déduire que H,, = In(n) + v + o (1). On dit que c’est un développement asymptotique.
n—-+0oo
3. a) Justifier que pour tout n € N*, min{k € N* : H, > n} est bien défini. On note cet élément r, € N*.
Que valent 71,7197
b) Justifier que pour tout n € N*, r,, > 2.

¢) Montrer que la suite (r)nen< est strictement croissante et donner sa limite. Indication : on pourra
raisonner par ’absurde.

d) Donner un équivalent de (ry,)nen+. En déduire que

T'n4+1
e
Tn n—+oo
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