Université Paris Cité ] Université
UFR de Mathématiques et Informatique Paris Cité

Licence 2°™¢ année, Mathématiques et Applications, 2024-2025
ANALYSE 3

Feuille de TD n°2

Suites réelles et complexes : convergence, limites et inégalités.
Exercices complémentaires d’entrainement

1. EXERCICES CORRIGES : PRISE EN MAIN

Exercice 1

Soient u = (un)nen € RN et v = (v,)nen € RY deux suites réelles.

1. On suppose que u est décroissante a partir du rang 5 et v est décroissante a partir du rang 9. Montrer qu’a partir
d’un certain rang, u + v est décroissante.

2. On suppose que u est minorée a partir du rang 3 et v est positive a partir du rang 2. Montrer que u 4 v est minorée.

Correction.

1. Pour tout n = 5, up41 < uy et pour tout n > 9, v,4+1 < v, donc pour tout n > 9,
Up+1 + Un+1 < Up, + Un+1 < Up + Un.
Ainsi, u 4+ v est décroissante & partir du rang 9.

2.1l existe m € R tel que pour tout n > 3, w, > m. Posons m, = min{ug, us,us, m}. Ce minimum est bien
défini puisque I'ensemble est fini. Alors pour tout n € N, u,, > m,. De plus, pour tout n > 2, v, > 0. Posons
m, = min{vg,v1,0} alors pour tout n € N, v,, > m,. Ainsi pour tout n € N, u,, + v, > m, + m,. Autrement dit,
u + v est minorée (par m, + my).

On a démontré dans un cas particulier qu’une suite minorée APCR. est minorée.

Exercice 2
Soit u = (uUp)nen € RN une suite décroissante. Montrer que sup u,, existe et donner sa valeur.
neN
Correction.
Puisque u est décroissante, on a pour tout n € N, u,, > u,4+1 et par récurrence immédiate, ug > u,. En particulier, ug

est un majorant de A = {u,, /n € N}. Or ug € A donc max(A4) = ug d’ott sup u, = sup(A) = max(A) = uo.
neN

Exercice 3
Soient € > 0 et M € R. Déterminer dans chacun des cas suivants le plus petit rang a partir duquel la propriété énoncée
est vraie ou le plus grand rang jusqu’au quel la propriété énoncée est vraie.

_ _3 _ nm
L fuy| <e, avec up = 7 3. up > 1, avec u, = tan(g,75)
2. up > M, avec u, =4 —n? 4. u, < M, avec u,, = In(n)

Correction.
On note N le rang recherché.

1. La suite est définie sur N. Puisque lir_{l u, = 0, montrons que la propriété est vraie a partir d’'un certain rang.
n—-+0oo

On a pour tout n € N

3 3
Up, <ee= — <e<e=n?>S 5.
|un| 5
n €

+5
Attention a ne pas appliquer une racine a une quantité strictement négative. Notons z. = g — 5.
o Si xz. <0, I'inégalité est toujours vraie, i.e. N = 0.
© Six. > 0, alors

lun| < € <= n> .
et cette inégalité est vraie a partir du rang N = E(y/z;) + 1 qui est le plus petit entier strictement plus grand que
V.
2. La suite u est définie sur N et tend vers —oco. Montrons donc que la propriété est éventuellement vraie jusqu’a un
certain rang. Soit n € N,on a4 —n? > M <= n?2 <4 — M. Donc si 4 — M < 0, la propriété n’est jamais vérifiée.
Sinon on a
P <4d-M=n<Vi-M<=n<EWVi-M).

Le cas échéant, pour N = E(v/4 — M) on a pour tout n < N, u, = M.
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3. La suite v définie pour tout n € N par v,, = a0 — 29nt0 — 2 (1 2n+9) est strictement croissante et tend vers 5

Donc u est définie sur N et puisque lim tan(z) = 400, on a par composition des limites lim w, = lim tan(v,) =
zﬁ%* n—-4o0o n—-4o0o

+00. Montrons donc que la propriété est vraie a partir d’'un certain rang.
>

Soit n € N. On a
o ) > 1= ——
2n+9 2n+9 4

Ainsi u,, > 1 est vraie pour tout indice n supérieur ou égal & N = E(9/2) +1 = 5.

nm ™

tan( = 4dn>2n+9<=n>9/2.

4. La suite u est définie sur N* et lim w, = +00, donc montrons que la propriété est vraie jusqu’a un certain rang.
n—-+oo

Cherchons donc N € N* tel que pour tout n < N, u,, < M.
Soit n € N*. On a u, < M <= n < eM donc si e < 1 l'inégalité n’est jamais vérifiée. Supposons maintenant que

eM > 1 et cherchons N tel que pour tout n < N, n < e™. Si e € N, posons alors N = ¢ — 1 sinon, posons

N = E(eM).

Exercice 4
Soit u = (up)nen € RY une suite réelle. Montrer que

(Vn € Nyu, < upt1) <= (Vn,peN,n<p=u, <up).

Correction.
I On montre cette équivalence par une double implication.

(<) Supposons que

Vn,pe Nyn <p=u, <u,
alors I'inégalité u,, < u, est en particulier vraie pour p=n+1carn <n + 1.
(=) Supposons que

(1) Vn € Nyuy, < Upti-
Il reste & montrer que pour tout n € N et pour tout p € N, si n < p, alors u,, < u,. Ce "pour tout" appelle a une
récurrence. La propriété

Vn € N,Vk € Nyuy, < Upgk

s’obtient par récurrence immédiate sur k € N* & partir de I’hypothése . Or pour tout n € N, tout p € N, si p > n,
il existe k € N* tel que p =n + k. D’ott up, < up.

Exercice 5
Soient u = (U )nen et v = (Vp)nen deux suites réelles et f: R — R.

. Montrer que si u est croissante et v minorée, alors v + v est minorée.
. On suppose que u est croissante et f décroissante. Montrer que v = f (u) est, monotone.

. On suppose que u est majorée a partir d’un certain rang. Montrer que u est majorée.

1
2
3
4. On suppose que u est bornée a partir d’un certain rang. Montrer que u est bornée.
5. Montrer que si u est minorée, alors v = e~ est majorée.

6

. Montrer que si u est croissante et v négative et décroissante, alors uv est décroissante.

Correction.
Méthode : on réécrit les hypothéses et leurs définitions. (On n’hésite pas & écrire en langage mathématique
I’objectif pour clarifier ce qu’il faut démontrer)

1. Supposons u croissante et v minorée. Pour tout n € N, u,, < u,41 et il existe m, € R tel que pour tout n € N,
My < Upy-

On cherche a minorer u,, + v, indépendamment de n. Il reste donc a minorer wu,,.

Par récurrence immédiate, on a pour tout n € N, ug < u, d’oit ug + my, < U, + v,. Ainsi, m = ug + m, est un
minorant de u + v, d’otl u + v est minorée.

2. Pour tout n € N, u,, < un11 et pour tout z,y € R, si x <y, f(z) > f(y). Ainsi, pour tout n € N, v,, = f(u,) >
f(upt1) = vpg1. Autrement dit, v est décroissante donc monotone.

3. Puisque u est majorée & partir d’un certain rang, il existe N € N et M € R tels que pour tout n > N, u,, < M. Il
reste & majorer les N premiers termes de u. Ils sont en nombre fini donc le maximum de cet ensemble existe.
Notons My = max({u, /n € N;n < N}). My est bien défini car un ensemble fini admet un maximum. Pour tout
n < N, u, < My de sorte que pour tout n € N, u,, < max(My, M). u est donc majorée par max(My, M).

4. On pourrait symeétriser la question précédente avec la propriété d’étre minoré et conclure que u étant majorée et
minorée, u est bornée. Optons ici pour une démonstration directe du caractére borné. Il s’agit de la méme démons-
tration que la précédente pour la suite |u.

Puisque u est bornée a partir d’'un certain rang, il existe N € N et M € R tels que pour tout n > N, |u,| < M.
Notons My = max({|u,|/n € Ny;n < N}). My est bien défini car un ensemble fini admet un maximum. Pour tout
n < N, |u,| < My de sorte que pour tout n € N, |u,| < max(My, M). u est donc bornée par max(My, M).




5. Supposons u minorée. Alors il existe m € R tel que pour tout n > 0, m < u,. Puisque ¢ + e~? est décroissante, on
a pour tout n > 0, v, = e ¥ L e~ . Ainsi, v est majorée par e~ ™.

6. Supposons que u est croissante et que v est négative et décroissante. On a alors pour tout n > 0, u, < up41 d’olt
UpVp = Up41Upy car v est négative et u, v, = Upy1Vy = Unt1Up41 car v est décroissante. Donc uv est décroissante.

Exercice 6 _
Soient £ € C et z € CN. Montrer que la suite z converge vers £ si et seulement si la suite Z converge vers /.

Correction.

Posons pour tout n € N, x,, = Re(z,,) et y, = Im(z,). Alors z = z + iy et Z = x — iy. D’aprés le cours, z converge si

et seulement si x et y converge. En appliquant cette propriété a z, Z converge si et seulement si x et —y converge. Or

y converge si et seulement si —y converge. Par transitivité des équivalences, z converge si et seulement si Z converge.
De plus, si z converge vers ¢ alors x converge vers Re(f) et y converge vers Jm(¢). De méme, si Z converge vers ¢’

alors x converge vers Re({’) et —y converge vers Jm(¢'). Par unicité de la limite, Re(€) = Re(¢') et Im(f) = — TIm(¢'),

e U =4

Exercice 7
Soit 4 = (un)nen € RY une suite réelle croissante convergeant vers 0. Montrer que u est négative.

Correction.
Formalisons cet énoncé : La suite u converge vers 0 donc

Ve > 0,3IN. € N,Vn > N, |u,| < e.

Elle est croissante donc

Vn,p € Nyn < p = u, <up,.
Si u admet un seul terme strictement positif, alors tous les termes suivants de la suite sont strictement positifs et donc
intuitivement soit la suite décroit vers 0 soit elle ne tend pas vers 0. Raisonnons donc par 'absurde :
Supposons par l'absurde qu’il existe N € N tel que uny > 0. Alors pour tout p > N, uny < up.
Combinons toutes les hypothéses : on a d’un coté uy < u, et de 'autre, pour tout € > 0, |u,| < € sous réserve que p
soit assez grand, d’olt uy < €.
Soit € = %uN On a bien € > 0. Puisque u converge vers 0, il existe V. € N tel que pour tout p > N, |u,| < e. Ainsi
si p > max(N.,N), uny Sup <e= luN Contradiction.
La suite u est donc négative.

Exercice 8
Soit u € RN une suite croissante. On suppose que maxu,, existe. Montrer que u est stationnaire.
neN

Correction.

Xer v u = (2,3,7,5,8,8,8.8,...). Si au rang N, la suite atteint son maximum, elle ne peut plus ni croitre ni
Exemple : 1 2,3,7,5,8,8,8,8, S g N, ,
décroitre puisqu’elle est croissante.

Notons M = maxuy, = max{u, /n € N}. Alors par définition du maximum, M € {u, /n € N} donc il existe N € N
ne

tel que uy = M. De plus, M majore la suite donc pour tout n € N, u,, < M, i.e. u, < uy. Or u est croissante, donc
pour tout n > N, u, > uy. Ainsi, pour tout n > N, u,, = uy (par double inégalité) et u est donc stationnaire (de
limite M).

Exercice 9
Soit u = (U )nen € KN une suite de limite ¢ € K. Consigne : pour cet exercice, on n'utilisera aucune propriété sur la
notion de limite autre que la définition.

1. Montrer que la suite v = u — ¢ tend vers 0.
U 14
2. Montrer que la suite v = 3 tend vers 3"

3. Montrer que la suite v = u? tend vers £2.

Correction.
Notons v = (v, )nen. La suite v converge vers £, si on a

Ve > 0,3N, € N,Vn = N, |v, — £,| <e.
1. Posons ¢, = 0. Pour tout n € N, |v,, — £,,| = |uy, — £|. Soit € > 0. Puisque u converge vers ¢, il existe N. € N tel que
pour tout n > N57 [on, — Cy] = |un — €] < e.

2. Posouns /, = g Pour tout n € N, |v, — £,| =
vers /, il existe N € N tel que pour tout n >
|vp, — £y < e.

|4 — §| |uy — €]. Soit € > 0 et posons ¢’ = 3e. Puisque u converge
Ny Juy, — €] < &'. Ainsi, en posant N = N/, on a pour tout n > N,



3. Posons £, = (2. Pour tout n € N, |v,, — £,| = |[u2 — £?].

On doit majorer |v, — £,| par une quantité qui ne dépend plus de n a partir d’un certain rang. Or on sait controler

|, — £|. On fait donc apparaitre cette quantité par I'identité remarquable :

U —oy| = |ty — )|, +£] < |ty —L](Jun|+1€]) < |, —£)(max, |u,|+|¢]). On pourrait utiliser que u étant convergeante,

elle est bornée mais au vu des consignes de I’énoncé, on va a la place se ramener & nouveau a |u,, — £| :

[v, = £y| = |tn — £l|tun + €] = Jup — £ |up — £+ 20| < |uy — €| (Jun — €] + 2|€]). Soit maintenant & > 0.

Cherchons &’ > 0 tel que €2 + 2¢'|{| < e. Par exemple, en imposant € < § et 2¢/|[(] <
, . VE £ . ,VE . -

Posons ¢ = rnln(ﬁ7 M) sifd#0Qete = E sinon. Puisque u converge vers /, il existe N.s € N tel que pour tout

n > Nu, |u, —£] < &'. Ainsi, en posant N. = N_/, on a pour tout n > N., |v, — £, < + 2&'|¢] < e.

DM

2. EXERCICES CORRIGES : REVISIONS ET APPROFONDISSEMENT

Exercice 10
Soient & = (21 )nen, ¥ = (Yn)nen € RN et 2 = (2,,)nen € CN telles que z,, = x,, + iy,,. Montrer en utilisant uniquement
la définition de limite que si z converge vers 0 alors x et y convergent vers 0.

Correction.
On a pour tout n € N, |z,| = /a2 + 32, |z.| = | Re(zn)| < |2al, |yn] = | Tm(z,)] <
Supposons que z converge vers 0 et soit ¢ > 0. On cherche N, . et N, . tels que

Vn > Npelzn <e et Yn>= Ny, |y <e.

Or pour tout n € N, |z,| < |2,] et |yn| < |2n| et puisque z converge vers 0, il existe N, . € N tel que
Vn 2 N,e, || <e.

Donc pour tout n > N, ., |z,| < |2n] < € et |yn| < |2,] <. On peut donc poser N, . = Ny . =N, ..

)

Exercice 11 (Sur Z" - Partie 1)

1. Soit £ € R\ Z. Montrer qu'’il existe € > 0 tel que [{ — e, +¢[C R\ Z.
2. En déduire que toute suite convergente & valeurs dans Z est stationnaire.

Correction.

1. On demande de démontrer un cas particulier de la propriété du cours suivante (du moins le sens direct) :
{ €la,b[<= 3e > 0,]{ — e, + ¢[Cla,b].

1%_2 alors

Notons p = E(¥) la partie entiére de £. Puisque £ € R\ Z, on a p < £ < p+ 1. Posons gy = Z_Tp et e =
€0 >0,e1>0et
p<pteg=~l—ecog<l<lt+e=p—e<p+1l
En particulier, |¢ — &g, £ + 1[C]p, p + 1[. Pour centrer cet intervalle sur £, on pose par exemple ¢ = min(eg, e1).
Ainsi, [0 —e,0 +e[C R\ Z.
2. Formalisons cet énoncé. Soit u une suite & valeurs entiéres (on pourrait noter v € Z" ou encore u : N — 7Z), u est
un cas particulier de suite réelle.
On explicite la définition de suite convergente. Puisque u est convergente, il existe £ € R telle que u tend vers /£.
On a donc
Ve > 0,dN. € N,Vn > N,
Rappelons que |u, — | < € équivaut a u,, €] —e,f + ¢|.
On explicite le résultat & démontrer. u est stationnaire si et seulement si

da e R, AN e N,Vn > N, u, = a.

u, — ) < e.

Si par l'absurde £ ¢ Z alors d’aprés la question précédente, il existe € > 0 tel que |[{—e, (+<[C|E(£), E(¢)+1[C R\Z.
Par convergence de u vers ¢, il existe N. € N tel que pour tout n > N¢, u, €|¢ — &, + ¢[, d’ou en particulier u,, ¢ Z.
Contradiction.

Ainsi £ € Z. Soit alors 0 < ¢ < %, de sorte que £ est le seul entier de Uintervalle ]¢ — ¢, ¢ + ¢[. De nouveau par
convergence de u vers £, il existe N. tel que pour tout n > N, on a u,, €]¢ —e,{+ €|, i.e. u, = £ car u,, est entier.
En d’autres termes, u est stationnaire.

Exercice 12 (Sur Z" - Partie 2)
Soit u = (up)nen € RY.
1. Montrer que u est stationnaire si et seulement si elle vérifie & partir d’un certain rang u,+1 = .

2. On suppose maintenant que u est a valeurs dans Z et qu’elle est convergente. En majorant |u,+1 — u,| & partir d’'un
certain rang, montrer que u est stationnaire.



Correction.

1. (=) Si u est stationnaire, il existe a € R et N € N tel que pour tout n > N, u, = a. En particulier, pour tout
n=2N,Upr1 = a = Upy.

(<) S'il existe N € N tel que pour tout n > N, u, 1 = u,. Alors en posant a = uy, on a pour tout n > N, u,, = a.
La suite est donc stationnaire.

2. Formalisons cet énoncé et faisons parler les hypotheses. Pour tout n € N, u,, € Z d’ou aussi u,11 —u, € Z donc soit
[ttnt1 — wp| = 0 801t |1 — uy| = 1. Autrement dit, si on trouve un majorant dans [0, 1], alors u est stationnaire.
Puisque u est convergente, il existe ¢ € R telle que u tend vers £. On a donc

Ve > 0,3IN: e N,Vn > N, |u, — ] < e.

Pour relier les quantités |u,+1 — up| et |u, — £|, on utilise 'inégalité triangulaire.
Soit £ € R la limite de u. Pour tout n € N, on a

[Unt1 = tn| = [tunt1 = 0+ £ = un| < |upgr = € + [ — uql.
Posons alors € = % Puisque u converge vers £, il existe N. € N tel que pour tout n > N,

1 1

Ainsi pour tout n > N, puisque |up11 — up| < 1 et |up+1 — u,| € N, on obtient u,41 = u,. La suite est donc
stationnaire (d’aprés la question précédente).

Exercice 13 (Inversion de quantificateurs)
Soit (un)nen € KN une suite convergeant vers 0. Montrer que

Ve > 0,Yn € N,3p > n,|u,| <e.
Que signifie cette propriété ? Donner sa négation.

Correction.
Soit € > 0 et n € N. On cherche a construire p € N tel que p > n et |u,| < e.
On traduit 'hypothése en prenant soin de ne pas réutiliser la variable n maintenant fixée dans notre raisonnement :
Puisque u tend vers 0, il existe N € N tel que pour tout k > N¢, |ux| < e.
Si N. > n, p= N, convient car alors p > n et p > N, donc |u,| < ¢.
Si N. < n, p=n+1 convient car alors p > n et p > N, donc |u,| < e.
Autrement dit, p = max(N;,n + 1) convient.

Cette propriété signifie que 'on peut trouver des éléments de la suite aussi petit que 'on veut en valeur absolue,
pour des indices aussi grands que ’'on veut.

Sa négation est

Je > 0,3n € N,Vp > n, |u,| > .

Exercice 14
Soit u une suite réelle. On souhaite montrer que u n’est pas monotone si et seulement si

(2) In,p,g e Nyn <p < qet (up >max(up,uy) ou up < min(uy,,uy))
1. Montrer le sens indirect.
2. x Montrer le sens direct.
Correction.
Reformulons : L’expression (1) de I’énoncé équivaut a
dn,p,q e N,on < p<qet ((up > Uy, et up, > ug) ou (un > uy, et ug > 711,))

Soit encore
In,p,g e Nyn <p < qet ((un <up et uy > ug) ou (uy > uy et up < ug)).
Les trois indices caractérisent le fait que soit u croit puis décroit, soit u décroit puis croit (au sens strict) :

k n p q k n p q

Uy, Up, Ug

Uz / \ U1 \ /
k g k Up

ou bien

On reformule la prémisse (en deux temps) : u est monotone si elle est croissante ou décroissante i.e.

(Vn,pe Nyn <p=u, <up) ou (Vn,pe N,n < p=u, <up)
Par négation, u n’est pas monotone si et seulement si
(3n,p e N;n > petu, >upy) et (In,peN,n>petuy,>u,).

Les variables sont muettes et on pourrait les laisser indifférenciées mais pour clarifier les raisonnements, on peut encore
écrire (avec un abus de notation) que u n’est pas monotone si et seulement si

Ing < ng € Nyuy, < Uy, et Ip1 <p2 € Nyup, > up, .



Montrons I’équivalence par double implication.
(<) On distingue les 2 cas. ler cas : supposons que

dn,p,q € Nyn <p < q,un, <up et up > uqg
Alors en posant ny = n, ng = p, p1 = p, P2 = ¢, on a bien

ny < Ng, Up, < Upy, P1 < P2 €6 up, > Up, .
Donc u n’est pas monotone. 2éme cas : supposons que

dn,p,g € Nyn <p < q,un > up et up < ug
Alors en posant ny = p, ns = ¢, p1 = n, po = p, on a bien

ny < Ng, Up, < Upy, P1 < P2 €6 up, > Up, .

Donc w n’est pas monotone.
(=) Supposons que u n’est pas monotone i.e.

dng <ng € Nyuy, <up, et Ip1 <p2 € Nyuy,, > up, .

On construit n < p < ¢ en distinguant a nouveau les cas (il est trés fortement conseillé de raisonner sur des dessins).

ng Sl Up,

. > U
® Sing < ng <p; <po,alorson posen=nj,qg=psetp= P de sorte que u, < u, et up > uq.

p1  sinon

e Siny < ng < pa, on fait de méme car 'ordre entre ny et p; n’a pas servi dans le cas précédent.
e Sip; < ny <ng < py (cest le cas le plus délicat!).
Si %y, > up,, on conserve le triplet p; < ny < pp car alors u,, < Up, et Up, > Up, > Up,.
Si U, = up,, on conserve le triplet p; < no < pa car alors u,, = Up, < Up, €t Up, > Up, = Up, > Up,.
Si up, < up,, on conserve le triplet p; < ny < ng car alors up, < Uy, €t Up, > Up,.

Les trois cas ny < p1 < p2 < g, p1 < N1 < P2 < Ng et p1 < p2 < np < ng sont symétriques des précédents, on les
laisse en exercice.

Exercice 15
Soient u = (un)nen € KN une suite bornée et v = (v,,)nen € KY une suite convergeant vers 0.

1. Montrer que uv tend vers 0 en utilisant le théoréme des gendarmes.

2. Montrer que uv tend vers 0 sans utiliser le théoréme des gendarmes.

Correction.

1. Construisons deux suites encadrant uv et de limite nulle. Attention, le théoréme des gendarmes s’applique sur des
suites réelles; mais si u est une suite complexe, |u| est une suite réelle.

tend vers 0.
Remarque bonus : une suite w tend vers £ € K si et seulement si w — ¢ tend vers 0.

Méthode : une suite w tend vers 0 si et seulement si |w

Comme u est bornée, il existe M € R, tel que pour tout n € N, |u,| < M i.e. —M < u, < M. Alors pour tout
n €N, 0 < |up||vn| € M|u,|. Attention, si on multiplie I'inégalité par v, elle change de sens si v, est négatif! Par
opération sur les suites, M|v| converge vers 0. Ainsi d’aprés le théoréme des gendarmes, |uv| tend vers 0 donc wv
également. La suite minorante étant la suite nulle.

2. Comme u est bornée, il existe M € R, tel que pour tout n € N, |u,| < M. Soit ¢ > 0, par convergence de la

suite v vers 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, |v,| = |v, — 0] < 47. Mais alors pour tout n = no,
[tV — 0| = |un||vn| < Mv,| < M7 = €. Ainsi, nous venons de montrer que la suite (u,v,)nen converge vers 0.

Exercice 16 (Série harmonique)
Soit 4 = (un)nen+ la suite définie par u, = Y_;_; + pour tout n > 1.

1. Montrer que la suite u est soit convergente, soit tend vers +oc.
2. Montrer que pour tout n > 1, ug, > % + Up,-

3. En déduire que u tend vers +oo.

Correction.

1. "Converger ou diverger vers 00" est une propriété des suites monotones.

(=) (=)
On a pour tout n € N*, w41 — up = n%_l > 0. Donc u est (strictement) croissante. Donc d’aprés le cours, soit u
converge, soit u tend vers +o0.

2. On a pour tout n > 1

2n 1 2n 1 1 1

— — — > J— — _— = =

um—un= ) gz ), g =Cn-ngo=g,
k=n-+1 k=n+1

[N 1
d’olt ugp 2 5 + Up.



3. Quand on bloque, on tente de raisonner par ’absurde. On pourrait prendre la négation en toute généralité de "u

tend vers +00", mais on va étre un peu plus rapide en utilisant la premiére question.

D’aprés la premiére question, soit u converge, soit u tend vers +o0o. Supposons par ’absurde que u converge vers
£ € R. Alors par passage a la limite dans l'inégalité précédente, on a £ > £ + % C’est impossible. Donc u tend vers
+00.

Exercice 17 (Cours : complément du théoréme de la limite monotone)

Soit w une suite réelle. Si u est décroissante et minorée, alors u est convergente vers une limite £ € R et on a pour tout
neN, { < uy,.

1. Montrer ce résultat en utilisant le théoréme de la limite monotone pour les suites croissantes.

2. Montrer ce résultat sans utiliser le théoréme de la limite monotone. Indication : on pourra poser £ = inf,cnuy,.

Correction.

Uo
U1 .
u:N—>R
u9 .
]I-2llllll ]\]fe
l+e ."..
E e o o

FIGURE 1. Exercice : illustration d’une suite décroissante et minorée, ou £ = inf u(N).

1. D’aprés le théoréme de la limite monotone, si v est croissante et majorée, alors v est convergente vers une limite
l, € R et on a pour tout n € N, v,, < £,.
En appliquant ce résultat & v = —u, il existe donc £, € R telle que —u converge vers £, et pour tout n € N, —u,, < —4,.
Ainsi, u converge vers { = —{, et pour tout n € N, u,, > /.
2. Comme u est minorée, 'ensemble w(N) = {u,, / n € N} est une partie minorée non vide de R. Ainsi, par la propriété
de la borne inférieure, u(N) admet une borne inférieure, que I'on note £ € R. On a donc en particulier pour tout n € N,
¢ < uy, puisque £ est un minorant de u(N).

Montrons que u est convergente, de limite £. Soit € > 0, par la caractérisation de la borne inférieure, il existe IV, € N|
tel que ¢ < un. < €+ €. Mais alors, pour tout n > N., comme u est décroissante, il vient ¢ < u, < uy. < £+ ¢,
c’est-a-~dire u, €]¢ — e, + ¢[. La suite u est donc bien convergente, de limite £.
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