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Exercices complémentaires d’entrainement

Exercices de prise en main.

Exercice 1
Soient A et B deux sous ensembles bornés de R et f: R — R.
Donner la contraposée des assertions suivantes :

1. Si A admet un minimum, alors inf A € A.

2. Si A est inclus dans B, alors sup A < sup B.

3. Si A est 'image de B par f, alors f est bornée sur A.

4. Si A est non vide et majoré, A admet une borne supérieure.
5. Si f est monotone, alors f est croissante ou décroissante.

Correction.

On rappelle qu’'une assertion "P implique Q" est vraie si et seulement si sa contraposée "non(Q)) implique
non(P)" est vraie. Il est parfois plus aisé de démontrer une assertion sous sa forme contraposée que sous sa
forme initiale.

1.Siinf A ¢ A, alors A n’admet pas de minimum.

2.Sisup A > sup B, alors A ¢ B.

3. Si f n’est pas bornée sur A, alors A # f(B).

Pour rappel, f(B) = {f(x)/x € B} et f est bornée sur A s’écrit : AIM € R,Va € A, |f(a)| < M.

4. Si A n’admet pas de borne supérieure, alors A est vide ou non majoré.

5. Si f n’est ni croissante, ni décroissante, alors f n’est pas monotone.

Exercice 2
Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1L.VxeR, dJyeR, zy=1. 3V eR, (x>0 = FyeR, z<yAy>1).
2.dyeR, VzeR, zy=1. 4.3z e R, VyeR, 2 <y = y>0.
Correction.

1. Faux. Si z = 0, alors pour tout y € R, xy = 0.
2. Faux. La négation de cette assertion est 1’assertion
VyeR, dJx eR, zy #1.
Soit y € R, si y = 0, posons x = 1 et si y # 0, posons z = % Dans les deux cas, zy # 1. La négation de
I’assertion est démontrée.
3. Remarquons qu’on peut réécrire I’assertion sous la forme plus concise :
Ver>0, IyeR, z<yAy>1
Elle est vrai. Soit x > 0, y = « + 1 est un exemple possible validant ’assertion puisqu’alors y > z et
y=x+1>0+1=1.
4. Vrai. Soit z € R, y = x + 1 est un exemple possible validant ’assertion.
5. Faux. La négation de cette assertion est l’assertion
VreR*, JyeR, 2 <yAy<0.
Soit < 0. En posant y = 0, on a bien z < y et y < 0.

Exercice 3
Soient A et B deux sous ensembles minorés de R. Montrer que A U B est minoré.



Correction.
Par définition : A est minoré si

dm € R,Va € A,m < a.

I Méthode : pour montrer ’existence d’un objet, on construit le plus souvent un candidat explicite.

Tatonnements : Partons d’un exemple : A =[0,1], B =[1,2], AUB = [0,2] ; 1 minore B mais pas AUB :
un minorant de AU B doit minorer A et B. Si on dispose d’un minorant de A et d’un minorant de B alors
le minimum des deux sera un minorant de AU B.

Traduisons les hypothéses : Puisque A est minoré, il existe my € R tel que pour tout a € A, ma < a. De
méme, puisque B est minoré, il existe mp € R tel que pour tout b € B, mp < b.
On aurait pu écrire ceci avec des quantificateurs : Puisque A et B sont minorés, on a

dma,mp €R, Vae A, Vb e B, ma <a et mp <b.

Posons m = min(ma,mp) (m existe, c’est notre candidat) et montrons que m est un minorant de AU B,
i.e. pour tout x € AU B, m < x. En effet, soit x € AUB, alors x € Aouxz € B. Or, si x € A, alors
m < my < xetsix € B, alors m < mp < z. Dans les deux cas, m < x (donc m est bien un minorant de
AU B). Ceci démontre que AU B est minoré.

Exercice 4
Soient A et B deux sous ensembles de R avec B majoré. Montrer que A N B est majoré.

Correction.
Par définition : B est majoré si

dM e R,¥Vb e B,b < M.

I Méthode : pour montrer I'existence d’un majorant de A N B, construisons un candidat explicite.

On peut comme précédemment s’aider d’un exemple pour remarquer que tout majorant de B est aussi un
majorant de A N B. Rappelons que ANB={xcR/x € Aetx e B}.
On fait parler les hypothéses : Puisque B est majoré, il existe M € R tel que pour tout b € B, b < M.
Alors pour tout x € ANB, x < M car x € B. Ainsi, M est un majorant de AN B et AN B est bien majoré.

Exercice 5
Soient A, B et C trois sous ensembles de R tels que A C B et B C C. Montrer que A C C.

Correction.
Par définition : A C C si

Va € A,a € C.
Soit a € A. Puisque A C B, a € B. Puisquea€ Bet BC C,ae C. Ainsi, A C C.

Exercice 6
Soit A un sous-ensemble infini de Z. Montrer qu’il contient une infinité d’entiers pairs ou une infinité d’entiers
impairs.

Correction.
I Méthode : la déduction semble peu évidente a rédiger, on essaie un raisonnement par ’absurde.

Supposons par ’absurde que A contient un nombre fini d’entiers pairs et un nombre fini d’entiers impairs.
Montrons que A est fini, ce qui contredit I’hypothése de I’énoncé. On peut introduire des variables et des
notations pour expliciter le raisonnement.

Notons A, = {a € A/aest pair} et A; = {a € A/aestimpair} les sous-ensembles de A contenant
respectivement les éléments pairs et les éléments impairs. Puisque A, et A; sont supposés étre des en-
sembles finis, notons #A, et #A; leurs cardinaux. Alors A, et A; sont disjoints et A = A, LU A; car
A C 7 et tout entier est soit pair soit impair. Ainsi, A est un ensemble fini dont le cardinal est donné
par #A = #(A, U A;) = #A, + #A; < co. Contradiction.

Exercice 7

T
Soient x,y € R. Montrer que min(z,y) < ty

2

< max(z,y) .



Correction.
On veut montrer que la moyenne de deux nombres réels est comprise entre le minimum et le maximum des
deu.

- . r six
Par définition : min(z,y) = {

< six
Yy six >

Y et max(z,y) = {y
Y

y
x siz>y

\\/ //\

Méthode : Pour s’alléger de l'indétermination sur les fonctions minimum, maximum et valeur
absolue, on peut séparer I’étude selon les deux cas des définitions.

Si z < y, min(z,y) = x, max(z,y) = y. De plus, z < y implique que L;y < % =yet mTer > 2796 =x d’on
. r+y

min(z,y) =z < ? <y = max(z,y) .

Siz >y, alors x +y < 2z = 2max(z,y) et x +y > 2y = 2min(z, y). D’ott min(z,y) < Z¥ < max(z,y).

On obtient bien I'inégalité demandée dans les 2 cas.

Exercice 8 Caractérisation d’un ensemble borné.
Soit A C R. Montrer que A est borné si et seulement si

In,M e R, Vace A, m<a<<M.

Correction.
On montre ’équivalence par double implication.
Par définition : un ensemble est borné s’il satisfait

dM, € R, Va € A, |CL‘ M.
La notation M est déja fixée dans I’énoncé donc on introduit une notation différente.
Puisqu’il n’y a pas de valeur absolue dans l'assertion de ’énoncé, on réécrira cette définition sans valeur

- x six >
absolue. Par définition : |z| = -
<

0 L

o Ou encore |zr| = max(z, —z). En particulier, z < |z| et
—z < |z].

(=) Si A est borné, il existe M tel que pour tout a € A, |a|] < My. On a donc pour tout a € A, a < M et
—a < M; d'ott —My < a et donc —My < a < My. Alors pour m = —My et M = M, on a bien

Vaec A, m<a<s<M.

(<) Réciproquement, soient m, M € R tels que pour tout a € A, m < a < M. Alors —M < —a < —m donc
en posant M7 = max(M,—m), on a a < My et —a < M; d’ou |a| < Ml. A est bien borné.

L’équivalence |z| < y <= —y < = < y est un résultat du cours que l'on peut utiliser sans justification. On
en a refait la démonstration ici tztre d’entrainement.

Exercice 9
Donner, dans chacun des cas suivants et sans justification, des exemples de sous ensembles A et B de R
distincts tels que

1.inf A =inf B et sup A =sup B 4.sup(AN B) > sup(AU B)

2AGCB BGA infA=infBetsupA=supB 5 AC B,supA=inf B

3. min A = min B et max A = max B 6* ANB =10, ni A, ni B n’est minoré.
Correction.

1. Par exemple, A =[0,1] et B =]0,1[ ou B = [0, 1].

2. A={0yU{1} et B=1[0,1[ ou A=]0,1[ et B =[0,1]\ {3}.

3.A={0}U{1} ou A=1[0,1]\ {3} et B=10,1].

4. A=10,1] et B =[-1,1]. On pourrait montrer que sup(AN B) < sup(AUB) car (ANB) C (AUB), d’ou
nécessairement 1’égalité ici.

5. A ={0} et B=[0,1]. On pourrait montrer que inf B < inf A car A C B, d’ou ici sup A = inf B < inf A.
Or, on a toujours inf A < sup A d’ou inf A = sup A et donc A est nécessairement réduit & un point.

6. A=Zet B=R\Z. Ouencore A={-2n/neN}et B={—-(2n+1)/n e N}.



Révisions et approfondissement.

Exercice 10
Soit (A )nen une famille de sous-ensembles de R. On suppose que pour tout n € N, A,, C A,41.

1. Montrer que pour tout n € N, pour tout k € N, A,, C A, 1x.
2. Montrer que pour tout N € N,

—+o00o —+oo
U 4= U
n=N n=0
Correction.

1. Soit n € N. Montrons par récurrence sur k € N que A,, C A,1. Pour £ = 0, on a bien A, C A,. Soit
k € N et supposons A,, C A, 1k, alors d’aprés 'énoncé, A, C Apipr1 d’oll par transitivité de l'inclusion,
Ap C Antka1. Ceci achéve la récurrence.

2. Montrer que pour tout N € N,
—+o00o —+oo
U 4= 4n.
n=N n=0

+o00

Soit N € N. Par définition : |J A, = {z € R/3In > N,z € A,}. Montrons cette égalité par double
n=N

inclusion.

+o0 “+oo
C) Soit z € A,,. 1l existe alors ng > N tel que x € A,,,. Puisque ng > 0, z € A, d’ou la premiére
q 0 q p
n=N

n=0
inclusion.
+00 100
(D) Soit x € |J Ay Il existe alors ng > 0 tel que z € A,,. Sing > N, alors z € |J A,. Sinon x € Ay car
n=0 n=N

400
Apy C Ay et donc z € |J A,. Ceci montre la deuxiéme inclusion.
n=N

+o00 +o0
Finalement, |J A, = U A4,.
n=N n=0

Exercice 11
Soient a et b deux réels distincts. Résoudre dans R I'équation |z — a| = |z — b].

Correction.

Interprétation : |x — a| est la distance entre a et b. Ainsi, € R est solution de I’équation si et seulement si
x est a égale distance de a et de b, autrement dit x est le point médian entre a et b.

Méthode : pour oter les valeurs absolues, on raisonne par cas.

Puisque 'on peut échanger a et b, supposons que a < b. Raisonnons par cas :

a, alors z < a<bdonc |[xr —al =a—x <b—x=|b—x|. z nest donc pas solution.

<
— Sia <z < b, ’équation devient x —a = b—x, équivalente & 2z = a+b, donc 'unique solution est z = "T*b.
<

—Sib<z,alorsa<b<xdonc |xr—al=x—a>xz—b=|b— x| xn'est donc pas solution.
L’unique solution dans R de I’équation est donc le point médian = = ‘%"b.
Remarque : si a = b alors tout z € R est solution de 1’équation.

Exercice 12
Soient a,b € R tels que a < b. Montrer qu'il existe a’, b’ € R tels que o’ <V et [d,b] Cla,b].
Correction.
Interprétation : en tracant les variables sur ’axe réel, on peut reformuler le probléme. Il s’agit de montrer
qu’il existe a/, b’ € R tels que a < a’ <V < b.
I Méthode 1 : pour montrer 'existence d'une variable, on en construit un candidat explicite.
Puisque a < b, en posant a’ = aT“’ (moyenne de a et b), on a a < @’ < b. De méme, en posant b’ = %,
onaa <b <b. Ainsi, a < d <V <bdonc [¢,V] Cla,bl.

I Méthode 2 : on utilise le lemme de réécriture.

Puisque a < b, il existe € > 0 tel que a < a+¢ < b. Posons alors a’ = a+¢. Puisque a’ < b, il existe & > 0
tel que o/ < @’ + &’ < b. Posons alors b’ = a’ +¢’. On a bien a < o’ <V < b donc [/, V] Cla, b|.



Exercice 13
Soient a,b € R tels que a < b. Montrer qu’il existe € > 0 tel que

[a+4¢e,a+2e]N[b,4+o0[=0.

Correction.
Interprétation : en tragant les variables sur I’axe réel, on peut remarquer que pour tout € > 0, on a toujours
a < a+e < a+2e. 11 s’agit de montrer qu’il existe £ > 0 tel que a+2¢ < b ou autrement dit, [a+¢, a+2¢] Cla, b].

I Méthode 1 : pour montrer 'existence d'une variable, on en construit un candidat explicite.

on a bien € > 0 et

Puisque a < b, notons L = b — a la longueur du segment [a,b]. En posant ¢ = %,

a<ate<a+26=a+ %L < a-+ L =0bdou l'existence d’un € satisfaisant les conditions de ’énoncé.
I Méthode 2 : on utilise le lemme de réécriture.

Puisque a < b, il existe ¢ > 0 tel que a < a + & < b. Posons alors ¢ = % de sorte que € > 0 et
a<a+e<a+2 =a+e <bdon lexistence d'un ¢ satisfaisant les conditions de 1’énoncé.

Exercice 14
Soient a, b, x € R tels que x < a 4+ b. Montrer qu’il existe x4, zp € R tels que x4 < a, xp < b et x = x4 + xp.

Correction.
Méthode 1, on s’inspire d’'un exemple : a = 1, b = 2 et x = 2.9 alors z, = 0.95 et z, = 1.95
conviennent ; ’écart de ¢ = 0.1 entre x et a + b est partagé en deux écarts plus petits de 0.05.
Notons € = a + b — x I’écart entre x et a + b de sorte que ¢ > 0. On peut alors poser z, = a — /2 et
xp=b—¢/2. Eneffet, v, < a,zp <betx,+axp=0a+b—c=u.
Méthode 2 : I’hypothése est une inégalité et on cherche & montrer une égalité. On utilise la
caractérisation des relations d’ordre par le lemme de réécriture puis on isole & pour construire la
décomposition recherchée.
Puisque z < a + b, il existe ¢ >0 tel que z + e =a+b. Ainsi, z =a+b—e=(a—¢/2)+ (b—¢/2). De
sorte que x, = a —¢/2 et x, = b — ¢/2 conviennent car € > 0.

Exercice 15
Déterminer, s’ils existent, la borne supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément
des ensembles suivants :

1. A = {min(|z|,3) /= € R}.

s
2. A= U [kﬁﬂ',kﬁﬂ'-{-i}.
ke{0,1,2}
3. A={cos(2x) /x € R_}.

Correction.

|z|  si|z] <3

1. Pour tout z € R, min(|z|,3) = = [0, 3] donc A = [0, 3]. Ainsi, pour tout a € A,0 < a < 3.

3 sinon
Or0e AdoncminA=infA=0et 3 € A donc max A =supA = 3.
2. A= [0, 5|U[m, m+F]U[27, 27+ F]. On a pour tout a € 4,0 < a < 27+7%5.0r0 € Adoncmin A = inf A =0
et 2 + § € A donc max A = sup A = 27 + 7.
3. Pour tout x € R_, —1 < cos2z < 1 donc pour tout a € A, =1 <a<1. Or1l € A car pour x =0 on a

r € R_et cos2r = 1 donc maxA =supA =1let -1 € Acar pourx = —5 onax € R_ et cos2r = —1

donc minA =inf A = —1.

Attention & bien choisir x dans R_ pour montrer que les bornes sont atteintes.

Exercice 16
On dit qu'un ensemble A C R satisfait la propriété (]EI) si 'assertion suivante est vraie

(P) Vee A, Jz,ye A,z <z < y.

1. Soient a,b € R tels que a < b. Déterminer dans chacun des cas suivants si I’ensemble considéré satisfait la
propriété (]EI)



a) A; =N. b) As =la,b]. c) Az =la,bjulb+1,b+ 2.

2. Soit A C R un ensemble fini non vide. Déterminer si A satisfait .
3. Soit A C R un ensemble borné non vide tel que inf(A4) ¢ A et sup(A4) ¢ A. Déterminer si A satisfait (P).
4. Soient A, B C R deux ensembles satisfaisant (]E[) Déterminer si A U B satisfait nécessairement .

5. Soit A C R un ensemble satisfaisant . Montrer que A n’est pas nécessairement un intervalle. Justifier
que votre contre-exemple n’est pas un intervalle.

Correction.

1. a) A; = N ne satisfait pas . En effet, pour z = 0, il n’existe aucun = € Ay tel que xz < z.
b) As =]a,b] ne satisfait pas (]ED En effet, pour z = b, il n’existe aucun y € Ay tel que z < y.
¢) Az =la,b]Ub + 1,b + 2[ satisfait (P]). En effet, si 2 €]a,b], alors pour z = “t2 et y = b+ 3, on a bien

2+b+2
2

z,y € Aet x < z <y. De méme, si z €]b+ 1,b+ 2[, alors pour x = b et y = ,on a bien z,y € A et

r<z<y.

2. Puisque A est fini et non vide, A admet un maximum. Notons M = max(A). Alors M € A et pour z = M,
on a par définition que pour tout y € A, y < z. Donc A ne satisfait pas (]ED

3. Remarquons que puisque A est borné et non vide, les théorémes d’existence des bornes supérieures et
inférieures garantissent que sup(A) et inf(A) sont bien définis. A satisfait (P)). En effet, soit z € A. Puisque
inf(A) ¢ A, inf(A) < z et d’aprés la caractérisation de la borne inférieure, pour € = z — inf(A), il existe
y € A tel que inf(A) < y < z. De méme, puisque sup(A) ¢ A, il existe x € A tel que z < x < sup(A4). On a
donc bien montrer qu’il existe x,y € A tels que z < z < y.

Alternativement, par ’absurde si pour tout x € A, on a z < z, alors z est le minimum de A, car z € A,
et donc inf(A) = z € A. Contradiction avec inf(A) ¢ A. Ainsi il existe € A tel que < z. De méme, on
justifie qu’il existe y € A tel que z < y en utilisant cette fois que sup(A4) ¢ A.

4. Oui, A U B satisfait nécessairement . En effet, soit z € AU B. Si z € A, alors par hypothése sur A, il
existe z,y € A tels que z < y < z. En particulier, x,y € AUB. Si z € B, il existe de méme x,y € B C AUB
tels que z < y < z.

5. L’exemple Az de la question 1 fournit un contre-exemple. Ce n’est pas un intervalle car pour x = b,

z=0b+ %, Yy = Z"'Qﬁ, onazx,y€ Az, t < z<yetz¢ Asz. On aurait aussi pu considérer 'ensemble A = 7.

Exercice 17 (Cours : Lien entre minimum et borne inférieure)
Soit A C R. Montrer que A admet un minimum si et seulement si A admet une borne inférieure et inf(A) € A,
auquel cas min(A) = inf(A).

Correction.

Utilisons les définitions :
— m est le minimum de A si m € A et m est un minorant de A,
— inf(A) est le plus grand des minorants de A.

On montre ’équivalence par double implication.

(=) Si A admet un minimum, alors A est minoré et non vide car min A € A donc par la propriété de la borne
inférieure, A admet une borne inférieure. Montrons que inf(A) = min(A), ce qui impliquera immédiatement
que inf A € A.

I Méthode : Pour montrer une égalité (ici inf(A) = min(A)), on peut raisonner par double inégalité.

(<) Comme min(A) est un minorant et que inf(A) est le plus grand des minorants, on a min(A) < inf(A).
(>) Puisque inf(A) est un minorant de A et que min(A) € A, on a inf(A4) < min(A4). D’ou inf(A) = min(A).

(<) Siinf(A) € A, alors inf(A) étant un minorant de A, il satisfait la définition du minimum de A donc
min(A) existe et vaut inf(A).

Exercice 18
Soit a € R. On pose A =|a, +oo[ et on note M(A) I'ensemble des minorants de A.
Donner la définition ensembliste de M(]a, 4+o00[) puis déterminer cet ensemble.



Correction.

Par définition, M(A) = {m € R/m est un minorant de A} = {m € R/Vz € A,m < z} (attention, a est
fixé par I’énoncé, on ne peut pas écrire pour tout a € A ici).

Montrons que M(A) =] — 00, a] par double inclusion.

(C) Soit m un minorant de A et supposons par ’absurde que m > a. Il existe alors € > 0 tel que a < a+e < m.
Or a+¢ €]a, +00, ce qui contredit que m soit un minorant de A =la, +-o00[. Ainsi, m < a et M(A) C]—o0, al.
(D) Soit y €] — 00, al. On a pour tout x € A, z > a >y donc y < z. Ainsi, y est un minorant de A.

Exercice 19
Soient A et B deux parties non vides de R telles que

Ya € AVbe B, a<b.

Peut-on déduire les assertions suivantes :

1.AnB=0. 4.Vb € B, sup(A) < b.
2. B#R. 5.sup(A) < inf(B).
3.sup(4) € B. 6. inf(A) < inf(B).
Correction.

Donnons des exemples : Si A = [0,1], B = [2,3] et B = [1, 2] conviennent mais pas B = [0.5, 2].
Sauf mention explicite, on attend pour tout exercice des réponses justifiées (par démonstration ou par construc-
tion de contre-exemples).

1. Non, A =[0,1] et B =[1,2] en est un contre-exemple.
Attention, l'assertion AN B = () est parfois vraie (par exemple pour A = [0, 1] et B = [2,3]). En revanche,
lassertion "Si A et B vérifient les hypothéses de I’énoncé alors AN B = ()" est fausse.

2. Oui. A = () et B =R pourraient convenir si I’énoncé ne supposait pas A non vide.
En effet, puisque A est non vide, il existe a € A tel que pour tout b € B, a < b donc B est minoré par a.
Pour montrer que B # R, construisons un réel qui n’est pas dans B (i.e. montrons que R n’est pas inclus

dans B). Par conséquent, a — 1 ¢ B donc B # R.
3. Non. A =10,1] et B =[2,3] en est un contre-exemple.

4. Oui. B étant non vide, A est majoré donc d’aprés la propriété de la borne supérieure, sup(A) existe car A
est également non vide.

Par définition : sup(A) est le plus petit majorant de A.

L’hypothése nous dit que tout élément de B est un majorant de A.

Soit b € B. D’aprés I'hypothése, on a pour tout @ € A, a < b. Donc b est un majorant de A, d’ou sup(A) < b.

5. Oui. A étant non vide, B est minoré donc d’aprés la propriété de la borne inférieure, inf B existe car B
est également non vide.

Par définition : inf B est le plus petit majorant de B.

On a montré a la question précédente que pour tout b € B, on a sup(A4) < b. D’ott sup(A) est un minorant
de B et donc sup(A) < inf B.

6. C’est un piége! L’inégalité est vraie d’aprés 5. sous réserve que A admette une borne inférieure, auquel
cas inf A < sup A. Cependant, A =] — 00,0] et B = [0, 1] donne un contre-exemple.

Exercice 20
Déterminer, s’ils existent, la borne supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément
des ensembles suivants :

lLA={zeR/2? <5}
2. A = {det(M?) / M € M;(R)}.

Correction.

Méthode : on commence par chercher un encadrement éventuel des éléments de A (aussi optimal

que possible).
1. Pour tout z € R, 22 < 5 & |z| < V/5 donc pour tout z € A, —v5 < = < /5.
A est non vide et borné donc d’apreés la propriété de la borne supérieure et la propriété de la borne inférieure,
A admet une borne inférieure et une borne supérieure.
On a sup(A4) < /5. Notons y = sup(A) et supposons par 'absurde que y < v/5. Pour construire un élément
de A non majoré par y, prenons le point médian entre y et /5. On a nécessairement y > 0, sinon y ne



majore pas 1 € A. Posons alors x = y+2‘/5, alors 0 < y < & < /5 et I'élévation au carré étant croissante

sur Ry, 22 < 5. Ainsi = € A et y < = donc y ne majore pas A. Contradiction. Finalement, sup(A4) = v/5 et
puisque sup(A) ¢ A, A n’admet pas de maximum.

De méme, on a inf(A) > /5. Notons encore 3 = inf(A) et supposons par I'absurde que y > —v/5. On a
nécessairement y < 0, sinon y ne minore pas —1 € A. Posons alors x = # alors -5 <2z <y <0
et I’élévation au carré étant décroissante sur R_, 22 < 5. Ainsi, * € A et y > x donc y ne minore pas A.
Contradiction. Finalement, inf(A) = —/5 et puisque inf(A) ¢ A, A n’admet pas de minimum.

2. On a pour tout M € M3(R), det(M?) = det(M)? > 0. De plus, si M = al3 avec I3 la matrice identité,
alors det(M) = a3 et det(M?) = a5 On peut donc construire des matrices de déterminant aussi grand que
I'on le souhaite. Ainsi, un premier encadrement de A est pour tout a € A, 0 < a < +oc.

On a bien 0 € A car la matrice nulle vérifie det(M?) = 0. Ainsi, A admet un minimum et donc une borne
inférieure et on a min(A) = inf(A) = 0.

Supposons par 'absurde que A est majoré. Alors il existe ¢ > 0 tel que Va € A, a < ¢ donc VM € M3(R),
det(M?) < c. Or en considérant M = (c¢+ 1)I3, on a det(M?) = (c+1)% > ¢. Ceci contredit ’hypothése que
c est un majorant de A. Ainsi, A n’admet ni maximum ni borne supérieure.

Attention : si ¢ €]0,1[, ¢* < ¢. Pour prendre M = cl3 comme contre-exemple il faut au préalable exclure le
cas ¢ < 1 en remarquant que pour M = I3, det(M?) =1 donc 1 € A donc ¢ > 1.

Exercice 21

Soient a,b € R. Soient f et g deux fonctions continues définies sur R.
On suppose que a < b et Vz € R, f(z) < g(x).

1. On note yy = Aa + (1 — A\)b pour A € R. Calculer yo, yi1, Y1 et YL

Montrer que {Aa + (1 —A)b/ X € [0,1]} = [a, b].

2. Montrer qu'il existe une fonction continue h définie sur R telle que Vo € R, f(x) < h(z) < g(z).

3. En déduire un ensemble infini de fonctions vérifiant les mémes propriétés que h.

4. »x Donner un exemple de telles fonctions f et g pour lesquelles il n’existe aucun ¢ > 0 tel que pour tout

z €R, f(z)+e < g(x).

Correction.

1.Onayy=a,ys =bet yL = a;rb est la moyenne de a et b. Enfin, y1 = %a + %b est la moyenne pondérée

de a et b, de coefficients respectifs % et % Nous allons montrer que faire varier A dans [0, 1] construit des
réels dans [a, b] (et qu’on retrouve méme tout 'intervalle [a, b]).

I Méthode : on montre 1’égalité entre deux ensembles par double inclusion.

Notons I = {Xa+ (1 —X)b/ X €[0,1]}.
(C) Montrons que I C [a,b], autrement dit que pour tout A € [0,1], a < Aa+ (1 —A)b < b. On a a < b donc
pour tout A € [0,1], \a< Abcar A= 0et (1 —ANa< (1 —A)bcarl—A>0dou
Aa+1=Xb=Xda+(1—-XNa=a et da+(1—-Ab< A+ (1—A)b=h.

Ainsi pour tout z € I, a < z < b i.e. x € [a,b] et donc I C [a,b].
(D) Soit x € [a, b], montrons que x € I, c’est a dire qu’il existe A € [0, 1] tel que x = Aa + (1 — A)b. Or

—-b
:v:)\a+(1—)\)b<:>:n—b:)\(a—b)@A:Z_b.
Posons donc A = ﬁ—:lb’ et vérifions que A € [0,1]. Nous avons pour hypothéses a < b et a < x < b donc
1 a x b ,.a—b_x—=b_b-0b
1 t > > d > > e 1> A>0etzel.
ap <0e a—b  a—b" a-—b Oua—b a—>b a—bze Oet e

Conclusion : I C [a,b] et [a,b] C I donc I = [a,b].
2. Indication : rappelons x < y si et seulement st 3z, x < z < y. Cetle question est une forme de généralisation
du sens direct de cette équivalence.

I Méthode : pour montrer ’existence d’un objet, on construit le plus souvent un candidat explicite.

Prenons par exemple, deux fonctions constantes, f =a, g = b avec a < b alors h = (a + b)/2 convient.
Posons pour tout z € R, h(z) = (f(x) + g(x))/2. Alors h est continue comme combinaison linéaire de deux
fonctions continues et on a bien Vz € R, f(x) < h(x) < g(x).



3. Le choix précédent pour h de prendre exactement la moyenne est arbitraire. La question 1 nous donne une
indication pour faire une moyenne pondérée de f et g. Soit hy : z — Af(xz) + (1 — N\)g(z) pour A\ €]0,1][.
Alors pour tout x € R,

f@) =Af(2) + (1 = A)f(x) < ha(z) < Ag(z) + (1 = Ng(z) = g(z).
Ainsi, {hy /A €]0,1[} est un ensemble infini de fonctions continues strictement comprises en f et g.
Exemple : considérons f:x— zet g:x—x+1. Alors hy :x = X+ (1 —-N)(z+1) =2+ (1—-N).
Les graphes des fonctions h) sont toutes les droites paralléles & la droite d’équation y = x et strictement
comprises entre celle-ci et la droite d’équation y = x 4+ 1. Remarquons plus généralement que plus A est
grand, plus h) est proche de f et inversement, plus A est petit, plus h) est proche de g.

4. Cette question est un peu plus délicate. Il faut construire deux fonctions f et g qui se rapprochent I'une
de l'autre, 7.e. dont la différence tend vers 0 mais sans jamais se toucher. Pour des fonctions continues sur
R, cela n’est possible qu’au voisinage de plus ou moins l'infini.

Posons par exemple, f =0et g: x — e *. On a bien Vz € R, f(z) < g(x). Supposons par I'absurde qu’il
existe € > 0 tel que Vz € R, f(z) + ¢ < g(z) donc tel que Yz € R, ¢ < g(x) (car f =0). Or a:gl—}—loog(m) =0,

donc il existe zp € R tel que g(xp) < . Contradiction.

Il n’est pas aisé de comprendre pourquoi on ne peut pas généraliser ici I’équivalence "x < y si et seulement
si il existe € > 0 tel que = + e < y". Ce sera une question centrale du cours de Topologie de 3e année de
Licence Mathématiques !

Exercice 22
Soient A et B deux parties non vides et majorées de R;. Soit A- B = {x € R/3Ja € A,3b € B,x = ab}.
Montrer que sup(A - B) = sup(A) sup(B).

Correction.
On procede par double inégalité. Posons M = sup(A) sup(B).

(<) A et B étant non vides et majorées, elles admettent des bornes supérieures par la propriété de la borne
supérieure. Pour tout a € A, on a a < sup(A4) (comme sup(A) est un majorant de A). Ainsi pour tout b € B,
ab < sup(A)b, puisque b > 0 Notez 'importance de 'hypothése B C Ry qui permet d’assurer la conservation
du sens de linégalite. Egalement, comme A C R, on a 0 minorant de A, donc 0 < sup(A). Par conséquent,
pour tout b € B, sup(A)b < sup(A)sup(B). On a donc montré que pour tout (a,b) € A x B, ab < M, d’ou
M est un majorant de A - B, qui est non vide donc admet une borne supérieure et M < sup(A)sup(B).

(=) Par définition des bornes supérieures de A et B, on peut construire des éléments a € A et b € B aussi
proches que 'on souhaite de sup(A) et sup(B) respectivement, de sorte que ab est aussi proche que I'on veut
de sup(A) sup(B).

Soit € > 0. Par la caractérisation de la borne supérieure, il exite (a,b) € A x B tel que sup(A) —e < a et
sup(B) — e < b. Ainsi

(1) M < (a+e)(b+e)=ab+e(a+Db)+e* < ab+e(sup(A) + sup(B)) + &2

Cette équation est de la forme M < ab + €’ avec € aussi petit que I'on veut. Soit ¢’ > 0, équation (1)
étant vraiment pour tout € > 0, on a pour e suffisamment petit, e(sup(A4) + sup(B)) + €2 < &’. Ainsi
M — ¢’ < ab et par la caractérisation de la borne supérieure, on a directement sup(A - B) = M. On a réussi a
approcher de maniére arbitrairement proche le majorant M de A- B par des éléments de A- B, par conséquent

M = sup(A - B).
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Exercices complémentaires d’entrainement

Exercices de prise en main.

Exercice 1
Soient u = (un)neny € RY et v = (vy)neny € RY deux suites réelles.

1. On suppose que w est décroissante & partir du rang 5 et v est décroissante & partir du rang 9. Montrer
qu’a partir d’un certain rang, u 4+ v est décroissante.

2. On suppose que u est minorée & partir du rang 3 et v est positive & partir du rang 2. Montrer que v + v
est minorée.

Correction.
1. Pour tout n > 5, up4+1 < uy et pour tout n > 9, v,41 < v, donc pour tout n > 9,

Upt1 + Uppl S Up + Ung1 < Up + Up.
Ainsi, u 4 v est décroissante & partir du rang 9.

2. 11 existe m € R tel que pour tout n > 3, u, > m. Posons m,, = min{ug, u1, uz, m}. Ce minimum est bien
défini puisque 'ensemble est fini. Alors pour tout n € N, u,, > m,,. De plus, pour tout n > 2, v,, > 0. Posons
m, = min{vg, v1,0} alors pour tout n € N, v,, = m,,. Ainsi pour tout n € N, u,, + v, = m,, + m,. Autrement
dit, u 4 v est minorée (par m, + my).

On a démontré dans un cas particulier qu’une suite minorée APCR est minorée.

Exercice 2

Soit u = (Up)nen € RN une suite décroissante. Montrer que sup u,, existe et donner sa valeur.
neN

Correction.
Puisque u est décroissante, on a pour tout n € N, u, > u,41 et par récurrence immédiate, ug = u,. En

particulier, ug est un majorant de A = {u, /n € N}. Or ug € A donc max(A) = ug d’ott supu,, = sup(4) =
neN
max(A) = up.

Exercice 3
Soient € > 0 et M € R. Déterminer dans chacun des cas suivants le plus petit rang a partir duquel la
propriété énoncée est vraie ou le plus grand rang jusqu’auquel la propriété énoncée est vraie.

1. Jup| < e, avec u, =

3. up > 1, avec u, = tan(555)

2n+9
4. up < M, avec u, = In(n)

_3
n2+5

2. u, = M, avec u, = 4 — n?

Correction.
On note N le rang recherché.

1. La suite est définie sur N. Puisque lirf uy = 0, montrons que la propriété est vraie & partir d'un certain
n—-+0o0o

rang.

On a pour tout n € N

3 3
Up| < e = ——— <e<=n? > -5
|t 5
n 3

+5
Attention & ne pas appliquer une racine a une quantité strictement négative. Notons z. = % — 9.
o Si z. < 0, I'inégalité est toujours vraie, donc N = 0 : pour tout n > N = 0, on a bien n? > 0 > z..
o Siz. > 0, alors
lup| < € <= n > /z,



et cette inégalité est vraie a partir du rang N = F(\/z;) + 1 € N* qui est le plus petit entier strictement
plus grand que /x: > 0.

2. La suite u est définie sur N et tend vers —oo. Montrons donc que la propriété est éventuellement vraie
jusqu’a un certain rang. Soit n € N, on a4 —n? > M <= n? <4 — M. Donc si 4 — M < 0, la propriété
n’est jamais vérifiée. Sinon on a

n<4-M=n<Vi-M—n<EN4—M).
u

~X
n = M.

Le cas échéant, pour N = E(v/4 — M) on a pour tout n < N,
s
2

: 4 : _ _nm_ __ 2n  _ mw 9 : :
3. La suite v définie pour tout n € N par v, = Mi0 — 2949 — o (1 -3 +9) est strictement croissante
et tend vers 5. Donc u est définie sur N et puisque lim tan(xz) = +00, on a par composition des limites
x>
2
lim w, = lim tan(v,) = +oc0. Montrons donc que la propriété est vraie a partir d’un certain rang.
n—-400 n—4o00o

Soit n € N. On a

o7 >E<:>4n>2n—|—9<:>n>9/2.

£
an( m—+9 " 4

nm
2n + 9) > 1=
Ainsi u,, > 1 est vraie pour tout indice n supérieur ou égal a N = E(9/2) +1 =5.

4. La suite u est définie sur N* et lim w, = +oo, donc montrons que la propriété est vraie jusqu’a un

n—-+o0o

certain rang. Cherchons donc N € N* tel que pour tout n < N, u, < M.

Soit n € N*. On a u, < M <= n < eM donc si e < 1 l'inégalité n’est jamais vérifiée. Supposons
maintenant que e > 1 et cherchons N tel que pour tout n < N, n < eM. Si eM € N, le plus petit entier
strictement inférieur a eM est N = e — 1, sinon c’est N = E(eM).

Exercice 4
Soit u = (tn)nen € RY une suite réelle. Montrer que

(VneNu, <upy1) <= (VnpeN,n<p=u, <uyp).

Correction.
I On montre cette équivalence par une double implication.

(<) Supposons que
Vn,p e N,n <p=u, <u,

alors I'inégalité u,, < u, est en particulier vraie pour p=n+1carn <n+ 1.
(=) Supposons que

<1) Vn € N,un < Up+1-

Il reste a montrer que pour tout n € N et pour tout p € N, si n < p, alors u, < u,. Ce "pour tout" appelle
a une récurrence. La propriété

Vn € N,VE € Njuy, < Upak

s’obtient par récurrence immédiate sur k € N* & partir de 'hypothése . Or pour tout n € N, tout p € N,
si p > n, il existe k € N* tel que p =n + k. D’ot up, < uyp.

Exercice 5
Soient u = (up )nen et v = (vn)nen deux suites réelles et f: R — R.

1. Montrer que si u est croissante et v minorée, alors u + v est minorée.

2. On suppose que u est croissante et f décroissante. Montrer que v = f(u) est monotone.
3. On suppose que u est majorée & partir d’'un certain rang. Montrer que u est majorée.
4. On suppose que u est bornée a partir d'un certain rang. Montrer que u est bornée.

5. Montrer que si u est minorée, alors v = e~* est majorée.

6. Montrer que si u est croissante et positive et v négative et décroissante, alors uv est décroissante.



Correction.

Méthode : on réécrit les hypothéses et leurs définitions. (On n’hésite pas a écrire en langage
mathématique 1'objectif pour clarifier ce qu’il faut démontrer)

1. Supposons u croissante et v minorée. Pour tout n € N, u,, < up4+1 et il existe m, € R tel que pour tout
n €N, my, < v,

On cherche a minorer u, + v, indépendamment de n. Il reste donc & minorer u,,.

Par récurrence immédiate, on a pour tout n € N, ug < u, d’olt ug + my < Uy + vy, Ainsi, m = ug + my, est
un minorant de u + v, d’olt w + v est minorée.

2. Pour tout n € N, u, < uny1 et pour tout z,y € R, si x < y, f(x) > f(y). Ainsi, pour tout n € N,
Up = f(un) = f(upt1) = vpt+1. Autrement dit, v est décroissante donc monotone.

3. Puisque u est majorée a partir d’'un certain rang, il existe N € N et M € R tels que pour tout n > N,
u, < M. Il reste & majorer les N premiers termes de u. Ils sont en nombre fini donc le maximum de cet
ensemble existe.

Notons My = max({u, /n € Nyn < N}). My est bien défini car un ensemble fini admet un maximum.
Pour tout n < N, u,, < My de sorte que pour tout n € N, u, < max(My, M). u est donc majorée par
max(Moy, M).

4. On pourrait symétriser la question précédente avec la propriété d’étre minoré et conclure que w étant
majorée et minorée, u est bornée. Optons ici pour une démonstration directe du caractére borné. Il s’agit
de la méme démonstration que la précédente pour la suite |u).

Puisque u est bornée & partir d’un certain rang, il existe N € N et M € R tels que pour tout n > N,
lun| < M. Notons My = max({|u,|/n € Nyn < N}). My est bien défini car un ensemble fini admet un
maximum. Pour tout n < N, |u,| < My de sorte que pour tout n € N, |u,| < max(My, M). u est donc
bornée par max(My, M).

t

5. Supposons u minorée. Alors il existe m € R tel que pour tout n > 0, m < u,. Puisque t — e™" est

écroissan n ur tout n > 0, v, = e ¥ < e ™. Ainsi, v majoré re ™.
décroissante, on a pour tout n > 0, v, = e~ %" < e~ ™. Ainsi, v est majorée par e~™

6. Supposons que u est croissante et positive et que v est négative et décroissante. On a alors pour tout n > 0,
Uy < Upt1 d’OU UpUp 2= Upy1Upy car v est négative et unvVy = Upy1Un 2 Upy1Unt1 car v est décroissante et u
est positive. Donc uv est décroissante.

Exercice 6 ~
Soient ¢ € C et z € CN. Montrer que la suite z converge vers £ si et seulement si la suite Z converge vers /.

Correction.
Posons pour tout n € N, x,, = Re(zy,) et y, = Im(zy,). Alors z = x + iy et Z = x — iy. D’aprés le cours, z
converge si et seulement si x et y converge. En appliquant cette propriété a z, z converge si et seulement si x
et —y converge. Or y converge si et seulement si —y converge. Par transitivité des équivalences, z converge
si et seulement si Z converge.

De plus, si z converge vers £ alors x converge vers Re({) et y converge vers Jm(¢). De méme, si Z converge
vers ¢/ alors x converge vers Re(¢) et —y converge vers Jm(¢'). Par unicité de la limite, Re(¢) = Re(¢') et
Jm(l) = —Jm(¢'), ie. £ = 1.

Exercice 7
Soit 4 = (un)neny € RY une suite réelle croissante convergeant vers 0. Montrer que u est négative.

Correction.
Formalisons cet énoncé : La suite u converge vers 0 donc

Ve > 0,3N. € N,Vn > N,,

Up| < €.

Elle est croissante donc

Vn,p € N,n < p = up < up.
Si u admet un seul terme strictement positif, alors tous les termes suivants de la suite sont strictement positifs
et donc intuitivement soit la suite décroit vers 0 soit elle ne tend pas vers 0. Raisonnons donc par ’absurde :
Supposons par 'absurde qu’il existe N € N tel que ux > 0. Alors pour tout p > N, uy < up.
Combinons toutes les hypothéses : on a d'un coté uy < uy, et de autre, pour tout € > 0, |u,| < € sous
réserve que p soit assez grand, d’oll uy < €.
Soit € = %uN. On a bien € > (. Puisque u converge vers 0, il existe N; € N tel que pour tout p > Ng,
lup| < e. Ainsi si p > max(Ne, N), uy < up < € = $uy. Contradiction.
La suite u est donc négative.



Exercice 8
Soit u € RY une suite croissante. On suppose que mali]c u, existe. Montrer que u est stationnaire.
ne

Correction.
Exemple : v = (2,3,7,5,8,8,8,8,...). Si au rang NN, la suite atteint son maximum, elle ne peut plus ni
croitre ni décroitre puisqu’elle est croissante.

Notons M = max Uy, = max{u, /n € N}. Alors par définition du maximum, M € {u,, /n € N} donc il existe
ne

N € N tel que uy = M. De plus, M majore la suite donc pour tout n € N, u,, < M, i.e. u, < uyn. Or u est
croissante, donc pour tout n > N, w, = uy. Ainsi, pour tout n > N, u, = uy (par double inégalité) et u
est donc stationnaire (de limite M).

Exercice 9
Soit u = (tun)neny € KN une suite de limite £ € K. Consigne : pour cet exercice, on n'utilisera aucune propriété
sur la notion de limite autre que la définition.

1. Montrer que la suite v = u — £ tend vers 0.
U y4

2. Montrer que la suite v = 3 tend vers 3

3. Montrer que la suite v = u? tend vers £2.

Correction.
Notons v = (v )nen. La suite v converge vers £, si on a

Ve > 0,3N. € N,Vn > N, |v, — £,] < &.

1. Posons ¢, = 0. Pour tout n € N, |v,, — €| = |uy, — £|. Soit € > 0. Puisque u converge vers ¢, il existe N € N
tel que pour tout n = Ng, vy, — by| = |un, — €| < €.

2. Posons /4, = g. Pour tout n € N, |v, — 4| = | — §| = %|un —/]. Soit € > 0 et posons &’ = 3¢. Puisque u
converge vers /£, il existe N € N tel que pour tout n > N, |u, — €| < &’. Ainsi, en posant N. = N/, on a
pour tout n = Ng, |v, — £,| < e.

3. Posons £, = (2. Pour tout n € N, |v, — £,| = [u2 — £2|.
On doit majorer |v, — ¢,| par une quantité qui ne dépend plus de n a partir d’'un certain rang. Or on sait
contrdler |u, — £|. On fait donc apparaitre cette quantité par 'identité remarquable :

O, — Ly| = [ty — |, + €] < |up — £ (Jun| + 1€]) < |un — £|(max, |u,| + [£]). On pourrait utiliser que u étant
convergeante, elle est bornée mais au vu des consignes de 1’énoncé, on va a la place se ramener a nouveau a
[y, — £ :

|vn, — L] = up — l|up + €| = |un — £)|un, — €+ 20 < |up — €| (Jup — £
Cherchons &’ > 0 tel que €2 + 2¢’ |¢| < e. Par exemple, en imposant e? <!

. AE e . NCEE ) o
Posons ¢ = min(~~=, —) si £ # 0 et ¢ = Y~ sinon. Puisque u converge vers /, il existe N € N tel que

pour tout n > N/, |u, —¢| < €’. Ainsi, en posant N. = N_, on a pour tout n > N¢, v, —4£,| < e?+2¢'|4| < e.

+ 2|¢]). Soit maintenant € > 0.
s et 2] <

[Nell0)

Révisions et approfondissement.

Exercice 10
Soient & = (27 )nen, ¥ = (Yn)nen € RY et 2 = (2,)nen € CN telles que 2, = x,, + iy,. Montrer en utilisant
uniquement la définition de limite que si z converge vers 0 alors = et y convergent vers 0.

Correction.
On a pour tout n € N, |z,| = /22 + 42, |zn] = | Re(zn)] < |2nl, lyn] = | Tm(z,)| <
Supposons que z converge vers 0 et soit € > 0. On cherche N, . et N, . tels que

>
~“N

Vn > Nyg,lzn| <e et Vn > Nye|yn| <e.
Or pour tout n € N, |x,| < |2, et |yn| < |2,| et puisque z converge vers 0, il existe N, . € N tel que
Vn = N, |z <e.

Donc pour tout n > N, ., |z,] < |2n] < € et |yn| < |2n] < €. On peut donc poser Ny = Ny = N, ..

Exercice 11 (Sur ZN - Partie 1)



1. Soit ¢ € R\ Z. Montrer qu'il existe € > 0 tel que [¢ — ¢, +e[C R\ Z.

2. En déduire que toute suite convergente a valeurs dans Z est stationnaire.

Correction.

1. On demande de démontrer un cas particulier de la propriété du cours suivante (du moins le sens direct) :
l €la,bj<= 3¢ > 0,]{ —e,{ + €[Cla, b].
o . N . __{t—p _ ptl-¢
Notons p = E(/) la partie entiére de £. Puisque £ € R\Z, on ap < £ < p+1. Posons g = 5* et e1 = P5—
alors eg > 0,61 >0 et
p<pt+eg=L—cg<l<l+e=p—e1<p+1
En particulier, [{ —eq, {+&1[C]p, p+ 1[. Pour centrer cet intervalle sur ¢, on pose par exemple ¢ = min(eg, 7).
Ainsi, [0 — e, +e[C R\ Z.
2. Formalisons cet énoncé. Soit u une suite a valeurs entiéres (on pourrait noter u € Z ou encore v : N — 7Z),
u est un cas particulier de suite réelle.

On explicite la définition de suite convergente. Puisque w est convergente, il existe £ € R telle que u tend
vers £. On a donc

Ve > 0,3N. € N,Vn = N, [up — ] < &.
Rappelons que |u, — £| < € équivaut a u,, €|{ — e, + ¢|.

On explicite le résultat & démontrer. u est stationnaire si et seulement si

Ja e R, AN e N,Vn > N, u, = a.

Si par I'absurde ¢ ¢ Z alors d’aprés la question précédente, il existe e > 0 tel que [{—e, (+e[C|E({), E(¢)+
1[C R\ Z. Par convergence de u vers ¢, il existe N € N tel que pour tout n > Ng, u, €| —e,{ + €[, d'ou
en particulier u,, ¢ Z. Contradiction.

Ainsi £ € Z. Soit alors 0 < € < %, de sorte que £ est le seul entier de U'intervalle [¢ — e, £ + £]. De nouveau
par convergence de u vers £, il existe N; tel que pour tout n > N¢, on a u, €]{ —e, 0+ ¢, i.e. up, = £ car uy,
est entier. En d’autres termes, u est stationnaire.

Exercice 12 (Sur Z" - Partie 2)
Soit u = (un)nen € RY.
1. Montrer que u est stationnaire si et seulement si elle vérifie & partir d’'un certain rang u,y1 = y.

2. On suppose maintenant que u est a valeurs dans Z et qu’elle est convergente. En majorant |u,4+1 — uy| &
partir d’un certain rang, montrer que u est stationnaire.

Correction.

1. (=) Si u est stationnaire, il existe a € R et N € N tel que pour tout n > N, u,, = a. En particulier, pour
tout n > N, upy1 = a = up.

(<) S'il existe N € N tel que pour tout n > N, u,+1 = u,. Alors en posant a = uy, on a pour tout n > N,
un, = a. La suite est donc stationnaire.

2. Formalisons cet énoncé et faisons parler les hypothéses. Pour tout n € N, u,, € Z d’ott aussi u,+1 —u, € Z
donc soit |uy+1 — uy| = 0 soit |up41 — uy| = 1. Autrement dit, si on trouve un majorant dans [0, 1], alors u
est stationnaire. Puisque u est convergente, il existe £ € R telle que u tend vers £. On a donc

Ve > 0,3IN: € N,Vn > N, |u, — ] < e.
Pour relier les quantités |u,4+1 — uy| et |u, — £|, on utilise 'inégalité triangulaire.
Soit £ € R la limite de u. Pour tout n € N, on a
[unt1 — Un| = [tuns1 — €4+ € — up| < Jups1 — €]+ [0 — up].
Posons alors € = % Puisque u converge vers £, il existe N. € N tel que pour tout n > N,
1

1
]un+1—un]<\un+1—€]+\€—unl<§+§:l.

Ainsi pour tout n > N, puisque |up 1 —uy| < 1 et |up41 —up| € N, on obtient u,4+1 = u,. La suite est donc
stationnaire (d’aprés la question précédente).



Exercice 13 (Inversion de quantificateurs)
Soit (un)neN € KN une suite convergeant vers 0. Montrer que

Ve > 0,Vn € N,3p > n, |uy| <e.
Que signifie cette propriété ? Donner sa négation.

Correction.
Soit € > 0 et n € N. On cherche a construire p € N tel que p > n et |u,| < e.
On traduit 'hypothése en prenant soin de ne pas réutiliser la variable n maintenant fixée dans notre raison-
nement : Puisque u tend vers 0, il existe N € N tel que pour tout k > N¢, |ug| < e.
Si Ne > n, p = N, convient car alors p > n et p > N, donc |up| < €.
Si Ne <n, p=mn+1 convient car alors p > n et p > N, donc |uy| < €.
Autrement dit, p = max(NNg,n + 1) convient.
Cette propriété signifie que l'on peut trouver des éléments de la suite aussi petit que 'on veut en valeur
absolue, pour des indices aussi grands que 1’on veut.
Sa négation est

Jde > 0,3n € N,Vp > n,|u,| > ¢.

Exercice 14
Soit u une suite réelle. On souhaite montrer que u n’est pas monotone si et seulement si

(2) dn,p,q € N,n < p < q et (up > max(up, uq) ou up < min(uy, uq))
1. Montrer le sens indirect.
2. x Montrer le sens direct.
Correction.
Reformulons : L’expression (1) de I’énoncé équivaut a
dn,p,g e Non <p<gqet (('u,p > up et up > uq) ou (uy > up et ug > u,p))

Soit encore
In,p,g EN;n<p<gqet ((un < up et up > ug) ou (u, > up et u, < uq)).
Les trois indices caractérisent le fait que soit w croit puis décroit, soit u décroit puis croit (au sens strict) :

k n p q k n p q

) Uy ) Un
up |, P T U ug —
n ! .
ou bien

On reformule la prémisse (en deux temps) : u est monotone si elle est croissante ou décroissante i.e.

P Uq
Up

(Vn,pe Nyn <p=u, <up) ou (Vn,pe N,n<p=u, <uy,)
Par négation, u n’est pas monotone si et seulement si
(In,p e N,n > p et uy, >up) et (In,pe Nyn>petu,>uy).

Les variables sont muettes et on pourrait les laisser indifférenciées mais pour clarifier les raisonnements, on
peut encore écrire (avec un abus de notation) que u n’est pas monotone si et seulement si

dng <ng € Nyuy, <up, et Ip1 <p2 € Nyuy, > up, .

Montrons I’équivalence par double implication.
(<) On distingue les 2 cas. ler cas : supposons que

dn,p,g e N,n <p < q,u, <upet up > ug
Alors en posant n; = n, no = p, p1 = p, p2 = ¢, on a bien

ny < N2, Up; < Upy, P1 < P2 €6 Up, > Up, .
Donc u n’est pas monotone. 2éme cas : supposons que

dn,p,g € Nyn <p < q,u, > up et up < ug
Alors en posant n; = p, no = q, p1 = n, p2 = p, on a bien

ny < N2, Up; < Upy, P1 < P2 €6 Up, > Uy, .

Donc u n’est pas monotone.
(=) Supposons que u n’est pas monotone i.e.

dng <ng € Nyuy, <up, et Ip1 <p2 € Nyuy,, > up, .



On construit n < p < ¢ en distinguant a nouveau les cas (il est trés fortement conseillé de raisonner sur des
dessins).

ng sl Up,

. > U
e Siny <ng <p; < pg,alorsonposen =nj,q=pretp= P de sorte que u, < up et u, >

p1  sinon
Ug-
e Siny < ng < po, on fait de méme car 'ordre entre no et p; n’a pas servi dans le cas précédent.
e Sipp <ny <ng < ps (cest le cas le plus délicat!).
Si Uy, > up,, on conserve le triplet py < ny < pa car alors upy, < Up, €t Uy, > Up, > Up,.
Si Up, = up,, on conserve le triplet p; < ng < po car alors up, = Up; < Upy €6 Upy > Upy = Up, > Up,-
Si Uy, < up,, on conserve le triplet py < ny < ng car alors upy, < Up, €t Uy, > Up,.

Les trois cas n1 < p1 < p2 < ng, p1 < ni < pg < ng et p1 < p2 < np < no sont symétriques des précédents,
on les laisse en exercice.

Exercice 15
Soient u = (un)neny € KN une suite bornée et v = (vn)nen € KN une suite convergeant vers 0.

1. Montrer que uv tend vers 0 en utilisant le théoréme des gendarmes.

2. Montrer que uv tend vers 0 sans utiliser le théoréme des gendarmes.

Correction.

1. Construisons deux suites encadrant uv et de limite nulle. Attention, le théoréme des gendarmes s’applique
sur des suites réelles; mais si u est une suite complexe, |u| est une suite réelle.

Méthode : une suite w tend vers 0 si et seulement si |w| tend vers 0.
Remarque bonus : une suite w tend vers ¢ € K si et seulement si w — ¢ tend vers 0.

Comme u est bornée, il existe M € Ry tel que pour tout n € N, |u,| < M. Alors pour tout n € N,
0 < |upl|lvn| < Mluy| (car |v,| = 0). Par opération sur les suites, M |v| converge vers 0 car |v| tend vers 0.
Ainsi d’aprés le théoréme des gendarmes, |uv| tend vers 0 donc uv également. La suite minorante étant la
suite nulle.

2. Soit € > 0. Comme u est bornée, il existe M € R, tel que pour tout n € N, |u,| < M. Puisque la suite
v tend vers 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, |v,| = |v, — 0] < 7. Mais alors pour tout n > N,
[unvn — 0] = |up||vn| < Mv,| < M7 = €. Ainsi, nous venons de montrer que la suite (unv,)nen converge
vers 0.

Exercice 16 (Série harmonique)

Soit u = (up)nen- la suite définie par u, = Y_j_; + pour tout n > 1.
1. Montrer que la suite u est soit convergente, soit tend vers +oo.

2. Montrer que pour tout n > 1, us, = % + Uy,.

3. En déduire que u tend vers +oo.

Correction.

1. "Converger ou diverger vers 00" est une propriété des suites monotones.

On a pour tout n € N*, upq1 —uy, = n%rl > 0. Donc u est (strictement) croissante. Donc d’aprés le cours,
soit u converge, soit u tend vers —+o0.

2. On a pour tout n > 1

N 1
d’ott ugp = 5 + Up.

3. Quand on bloque, on tente de raisonner par I’absurde. On pourrait prendre la négation en toute généralité
de "u tend vers +oc", mais on va étre un peu plus rapide en utilisant la premiére question.

D’aprés la premiére question, soit u converge, soit u tend vers +o0o. Supposons par 'absurde que u converge
vers £ € R. Alors par passage & la limite dans I'inégalité précédente, on a £ > £ + % C’est impossible. Donc
u tend vers +o0.

Exercice 17 (Cours : complément du théoréme de la limite monotone)
Soit u une suite réelle. Si u est décroissante et minorée, alors u est convergente vers une limite £ € R et on
a pour tout n € N, £ < up,.



1. Montrer ce résultat en utilisant le théoréme de la limite monotone pour les suites croissantes.

2. Montrer ce résultat sans utiliser le théoréme de la limite monotone. Indication : on pourra poser £ =
infen U -

Correction.

Uo
(75} .
u:N—R
U9 .
]I-2II I:I I ]\IT€
l+e .°-..
g e o o

FIGURE 1. Exercice [17]: illustration d’une suite décroissante et minorée, ot ¢ = inf u(N).

1. D’aprés le théoréme de la limite monotone, si v est croissante et majorée, alors v est convergente vers une
limite £, € R et on a pour tout n € N, v,, < £,.

En appliquant ce résultat & v = —u, il existe donc £, € R telle que —u converge vers £, et pour tout n € N,
—up < —4,. Ainsi, u converge vers ¢ = —£, et pour tout n € N, u,, > £.

2. Comme u est minorée, 'ensemble u(N) = {u,, / n € N} est une partie minorée non vide de R. Ainsi, par
la propriété de la borne inférieure, u(N) admet une borne inférieure, que 'on note £ € R. On a donc en
particulier pour tout n € N, ¢ < u,, puisque ¢ est un minorant de u(N).

Montrons que u est convergente, de limite £. Soit € > 0, par la caractérisation de la borne inférieure, il
existe N. € N, tel que ¢ < uy. < £ + €. Mais alors, pour tout n > N., comme u est décroissante, il vient
< up <un. <l +¢, cest-a-dire uy, €] — e, + ¢[. La suite u est donc bien convergente, de limite /.
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Exercice 1
Soient a,b,q,r € R tels que a < b et 0 < ¢ < r. Montrer que

n*= o <nb) et "= o ().
n—-+0o n—-+0o
Correction.
1. Pour tout n € N*, 22 = no=b tend vers 0 quand n tend vers +o0, car a — b < 0, donc n® = o (nb).
n n——+0o00
2. Pour tout n € N, Z—: = (%)n tend vers 0 quand n tend vers 400, car c’est le terme général d’une suite
géométrique de raison Z < 1, donc ¢" = o (r").
n—-+oo

Exercice 2

Soit u = (up)neny € RY une suite telle que u,, = (—1)" + oo (1). Montrer que u est bornée.

Correction.

Posons v = ((—1)"),en. Par hypothése, il existe une suite ¢ € RY qui tend vers 0 et telle que u = v + ¢
(ou APCR). Ainsi, u est la somme de deux suites bornées donc elle est bornée. En effet, pour tout n € N,
|(—=1)"] < 1 et la suite ¢ est convergente donc bornée.

Exercice 3
Soient a,b € R*. Montrer que

a a
S S 1).
n—+o0o

Correction.
D’aprés le cours, siu € RN et £ € R, on a

up, =0+ o (1) < lim u, ="/

n—-+4o0o n—-+o00
donc lim b+ o (1)=bet
n——+0oo n——+00
a a a a
im ———=- dot = 1).
n—lgloo b+ o (1) b ot b+ o (1) b + n—g&-oo( )
n—-+0o0o n—-+o0o

Exercice 4
Donner un équivalent simple des quantités suivantes

Lu,=(n-7) 111(712 +2) 3. Uy = =77 +5n73" —n3 4 (2n)!.
n

2.un:1_

4. up, = 2n* — 3n% + (In(n))? — n3(In(n))? + 0.97.

S|=



Correction.

1.n24+2 ~ mn?doncln(n®+2) ~ 2In(n)et(n—7Inn%?+2) ~ 2nln(n).

—+o00 n—+o0o n—+o0o

2. 2 ~ npcarl—% ——1donc -+ ~ 1 don lerésultat par produit termes a termes.
1-% n—+too " n—+oo 1-% notoo
! 1
apreé no_ ! 3 ! | = ! v <
3. D’apres le cours 7 WO (n!) et n WO (n!). Or, n! n%oJroo((Qn).) car @2n)! ii”ﬂ L S
1
— ——— 0. Par transitivité, 7" —n3 = o ((2n)!). De plus, n™3" = e=3"I" 0 donc n =" =
2n n—+oo n—+o0 n—-+00
o (1I)= o ((2n)!). Les 3 premiers termes sont négligeables face a (2n)! donc u,, = (2n)!+ o ((2n)!),
n——+00 n—+00 n—-+00
1 ~Y '
e p o~ (2n)!.
4.0na3n’>= o n4) car % — 0 et d’aprés le cours Inn = o (n%) donc par élévation & une
n——+00 " n—4oo n—+oo
. . 9 o o 4 A 2 . . .
puissance finie, (Inn)” = WO (n) = Lo (n*), de méme (Inn)? = WO (n) donc en multipliant par
n3, n*(lnn)> = o (n?).Enfin, 0.9 <1donc 0.9" —— 0donc 0.9" = o (1)= o (n*). Ainsi,
n—+oo n—+oo n—+o00 n—+o0o
up =20+ o (n4), ie. up ~  2nt
n——+oo n—-+oo
Exercice 5
Donner des équivalents simples des quantités suivantes.
n—1 — (n—1)"
1wy = In(n)® 4+ (n++vn +1-17)>2 dup=(n—1)
3 (n—m)"
2.ty = cos | — ) 4+ — 5t = L 107 — (3n)!
Uy = — — n — (3n)!
" nn (n+3)?
3\ " 8 —3n+ 5 + v/nln(n)?
n In(In(n2m))
Correction.
1. "T_l In(n)’+(n+vn+1-72 ~ n? Eneffet,n+vn+1-7 ~ ndou(n+vn+1-7)%2 ~ n?
n—-+00 n—-+0o0 n——+0oo
dott (n+vn+1-7)2=n%+ o (n2) D’autre part,Inn = o (n%> donc par élévation & une puissance
n—-+oo n—-+oo
: 5 n- 5 2 : Ln—1 5 TN :
finie In(n)> = o (n) donc In(n)°= o (n®)car lim —; In(n)” = 0. D’ou le résultat en
n——4o00 n——4o00 n——+o0o n 3
sommant.
1 1 . 1 1 . . C . .
2. cos(w) + 137 e 1 car ngrfoo cos( ) + w9z = cos(0) +0 = 1 par continuité de la fonction cosinus.

3
3. up, = "0+ Or In(1+2) ~ 3donc lim nln(l+=) = 3. La fonction exponentielle étant continue
n—-+4oo n—-+oo n

en 3, on peut composer et on obtient lLim wu, = e>. Ainsi, u, ~ €.

n—-+o0o n—-+o0o

4. (n—-1)" ~ (n—1)".0Ona (n=1)* — (1-Lyn = entn(1=3) 5 e=1 donc (n—1)" n’est pas équivalent

nn

n—+00 n n—-+00
an".
(n—m)" (n—m)"
. ~ 10" = ™ et (3n)! = ™) d "+10"—(3n)! ~
n™ + 10" — (3n)! n—+oo nn car n—>0+oo (n") et (3n) n—>0+oo (n) done n + (3n) n——+o00
n (n—m" _ _ m\" _ ,nln(1-7) - . (nem)” - —r L 1.
n". De plus, == (1 n) e m e” . Ainsi, ~—5 W e~ ™ et on en déduit par
transitivité que u, ~ e ".
n——+00
6. Au numérateur, v, =8—3n+ 3= +/nln(n)2=-3n+ o (n)doncv, ~ —3n.Eneffet, & ——
n—s+00 n—+00 Nn—+00
Odonc 8+ 2 = o (n)etIn(n) = o (n%) donc par élévation & une puissance finie, (Inn)? =
n—+oo n—+oo

o (y/n) et en multipliant par v/n, y/nln(n)> = o (n).

n—-+o00 n—-+o0o



Pour n > 2, notons w,, le dénominateur. On a

n n n
- 1y -y —
Wn = T () T n@ninm) T 0@ + In(n) + n(n(n))
14 n _ 14 n 1
In(n) + Lo (In(n)) In(n) 1+ . (1)
n n n
=— —(1 1))=-14+4—-—
* ln(n)( * n—>0+00( ) * In(n) * oo (ln(n))
n n n
= —— 0
ln(n) n——+00 ln(n)
1 . 1 n . n
En effet, 1_|-—0(1) = 1+n~)0+oo (1) car ngrfoo H—O(l) =let—-1= n~>0+oo <1n(n)> car ngriloo m
n—-4o00 n—400
. . ~ n A 3 . 5 A 3 3 — Un ~ —
+00. Ainsi, wy, o T et par opérations sur les équivalents, u, Wn oo 3lnn.

Exercice 6
Soient u,v € RN et a € R*. Montrer que

up= o0 (vp) = au, = o (vy) .
n—-+oo n—-+o0o
Correction.
(=) Puisque u, = o (vy), il existe (e5)nen une suite telle que lim &, = 0 et pour tout n € N (ou
n——+0o n——+oo
APCR), uy, = eyv, donc au, = agyv,. Or la suite (ag,), tend vers 0. Ceci montre que au,, = A (vp)-
n——+0oo
(<) Puisque au, = o0 (vy), il existe (€,)nen une suite telle que lim e, = 0 et pour tout n € N
n—+oo n—+oo

(ou APCR), au, = e,v, donc u, = %awn car a # 0. Or la suite (%sn)n tend vers 0. Ceci montre que
Un = 00 (0n):
E le d’ lication : Inn = d In(n?) =2Ilnn = .

xemple d’application : lnn = o (n) donc In(n?) nn=_o (n)
Exercice 7
Soient u,v € RN, On suppose que u, = o (v,).

n—-+4o0o
1. Mont —1)"u,, = .
ontrer que (—1)"u, Lo (vn)
2. Mont = .
ontrer que up = 0 (lvnl)

Correction.
Par définition, il existe (gy,)nen une suite telle que nll)r_i{loo en = 0 et pour tout n € N (ou APCR), u,, = €,vp,.

1. Pour tout n € N (ou APCR), u,, = v, donc (—1)"u,, = (—1)"e,v,. Or la suite ((—1)"e,), tend vers 0

car sa valeur absolue tend vers 0. Ceci montre que (—1)"uy, o (vp).
n—-4o00
2. Pour tout n € N, on a nécessairement |v,| = v, ou |v,| = —v, ; posons s, = 1si v, > 0 et s, = —1 si
v, < 0 alors |v,| = spv, d'ott uy, = en8p|vp| (o APCR). De plus, lim |spe,| = lim e, = 0 donc la suite
n—-+0o n—-+00
(Snen)nen tend vers 0. Ceci montre que u, = 0 (|vg]).
n—-+00

Exercice 8
Soient u,v € RY deux suites non nulles et équivalentes. On modifie la suite v en fixant & 0 un nombre fini de
ses termes et on note w la suite obtenue. Montrer que u,, ~ Wy,

n—-+0o
Correction.
Puisque u, ~ vy, il existe N € N et une suite (d,),>n tels que lim J, = 1 et pour tout n > N,
n—-+o0o n—-+o0o
Uy, = Op Uy,

Considérons I'ensemble des indices pour lesquels la suite w s’annule : A = {n/n € Nyw, =0} = {n/n €
N, w, # v,}. Cet ensemble étant fini, il admet un maximum. Notons Ny = max(A) + 1. Alors pour tout
n = Ny, w, = v,. Notons enfin Ny = max (N, Ny), alors pour tout n > Ny, u, = d,0, = pwy. Ainsi,

(7 ~ W, -
nn—H—oo "
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Exercices complémentaires d’entrainement

Exercices de prise en main.

Exercice 1
n+2

Soit u € RN définie par u, = (—T)n pour tout n € N*. Donner deux valeurs d’adhérence de u.

Correction.
Par définition : £ est une valeur d’adhérence de u s’il existe une sous-suite de u qui converge vers £. On a pour

* _ 2\ _ In(1+2 2 2 2
tout n € N* w, = (—=1)" (nT) = (=1)"e" n(+3). Or nin(l+ 7) oo 'm0 done nln(1 + 7) n—+00 2.

. ) . 2
L’exponentielle étant continue, e™ In(1+3) T> e?. Posons pour tout n € N*, v,, = (”T”)n de sorte que
n——+0o0

un, = (—1)"v, et en particulier, ug, = vo, et uzpr1 = —v2p41. Or, lil}rl Vo, = €2 car v tend vers €2 et
n—-+0oo
(V25 )nen est une sous-suite de v. De méme, lim wvo, 1 = €. Ainsi, lim wug, = e? et lim wug,11 = —e?
n—4o0o n—4o0o n—-4o0o

d’ott €2 et —e? sont deux valeurs d’adhérence de w.

Exercice 2
Soit u € CN définie par u, = iarctan?(—In(n® + 7)) pour tout n € N. Montrer que u posséde au moins une
valeur d’adhérence.

Correction.
Pour tout z € R, |arctan(z)| < § donc pour tout n € N, |u,| < (§)?. La suite est bornée donc elle admet
une valeur d’adhérence par le théoréme de Bolzano-Weieirstrass.

Exercice 3
Soit ¢ une extractrice. Montrer que pour tout n € N, ¢(n) > n.

Correction.
Par définition : une extractrice est une fonction de N dans N strictement croissante.

I Méthode : pour montrer une propriété pour tout n € N, on peut raisonner par récurrence.

Montrons la propriété pour tout n € N, ¢(n) > n par récurrence sur n € N.
Initialisation : comme ¢ : N — N, on a ¢(0) > 0.
Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n € N. Comme ¢ est strictement croissante, on a ¢(n+1) >
¢(n) = n. Donc p(n + 1) > n+ 1. Ceci termine la récurrence.

Exercice 4

2nm
1. Montrer que u la suite définie pour tout n € N, par u,, = sin (3), diverge.

nsin(3n + 5)

2. Montrer que u la suite définie pour tout n € N, par u,, = Il
n

, admet une sous-suite convergente.

Correction.

1. La suite ne prend qu'un nombre fini de valeurs. On raisonne selon la valeur de n modulo 3 (division

euclidienne de n par 3). Posons ¢g:n € N—3n, o1 :n € N—3n+1et g3 :n € N— 3n+ 2. Alors pour
V3

tout n € N, upn) = 0, Uy (n) = § et ug,m) = —5 . Ces sous-suites sont constantes donc convergentes.
La suite diverge car elle admet plusieurs valeurs d’adhérences.



sin(3n+5)

sin(3n+5)
4 4 +

2. U, donc u,, =

o (1). Il existe donc N € N et ¢ = (&,,)n>n une suite qui
n——+o0o

n—-+00

tend vers 0 tels que pour tout n > N, u,, = w + &, dou |uy| < % + |en|. Puisque € est convergente,
elle est bornée. Il existe donc M > 0 tel que pour tout n > N, |u,| < i + M. Alors u est bornée APCR
donc bornée (par max (1 + M, max{|u,| /n < N})). Ainsi, elle admet une sous-suite convergente d’aprés le

théoréme de Bolzano-Weieirstrass.

Exercice 5
On rappelle que la suite (cos(n))nen admet 'intervalle [—1, 1] comme ensemble de valeurs d’adhérence. Soit
u la suite définie par u,, = | cos(n)| pour tout n € N. Déterminer ’ensemble des valeurs d’adhérence de u.

Correction.

Par définition : £ est une valeur d’adhérence de wu s’il existe une sous-suite de u qui converge vers /.

On explicite I’énoncé en introduisant des variables pour faire parler entre elles les hypothéses :

Notons v = (cos(n))nen et soit £ € [—1,1]. Il existe alors une extractrice ¢ telle que v, converge vers ¢,

i.e. cos(p(n)) ——— L. Alors, uym) = | cos(¢(n))| ——— |¢| par continuité de la fonction valeur absolue.
n—-+oo n—-+oo

On vient donc de montrer que pour tout £ € [—1, 1], |¢| est une valeur d’adhérence de u. Autrement dit, en
notant V' I'ensemble des valeurs d’adhérence de u, on a montré que [0,1] C V.

Montrons que V' = [0,1]. Il reste donc & montrer I'inclusion inverse. Soit ¢ € V une valeur d’adhérence de
u, il existe 1) une extractrice telle que wu,, converge vers ¢, i.e. | cos(y)(n))] — ¢. Or pour tout n € N,

0 < |cos(1p(n))] < 1 donc nécessairement ¢’ € [0, 1] par passage a la limite.

Exercice 6
Soit 2 = (2n)nen € CN une suite vérifiant pour tout n € N, z3 = 1.
1. Montrer que z admet une valeur d’adhérence.

2. On note V C C I’ensemble des valeurs d’adhérence de z.
Déterminer toutes les valeurs pouvant appartenir & V.

3. On suppose que pour tout £ € V, Jm(¢) > 0. Montrer que z converge.

Correction.

1.On a pour tout n € N, |2,/ = 1 donc |z,] < 1. La suite est majorée donc d’aprés le théoréme de
Bolzano-Weieirstrass, elle admet une valeur d’adhérence.

2. Par définition : £ est une valeur d’adhérence de z s’il existe une sous-suite de z qui converge vers /.
Soit £ € V (¢ existe car V' # (). Il existe une extractrice ¢ telle que la sous-suite z, converge vers £. Alors
pour tout n € N, zfz (n) = 1. Par continuité de ’élévation au cube, on a en passant a la limite, 3 = 1 donc

2im

. .2 .
te{l,5,j°} avec j =e5 .
Pour rappel, ce sont les racines cubiques de I'unité. Dans le plan complexe, elles forment un triangle équi-

1im 21

latéral de sommets 1, jet j2=e3 =e 5 =j.
Ainsi V' C {1,7,5%}. De plus, toute suite constante de valeur dans {1, j, j?} satisfait les hypothéses sur z.
Chacune de ces trois valeurs peut donc étre une valeur d’adhérence potentielle de z.

3.Si Jm(¢) > 0, alors par élimination, ¢ = j (Jm(j) = sin(%) = @, Jm(j%) = —@)
La suite est bornée et a une unique valeur d’adhérence, donc d’aprés le cours, elle converge.
Attention, I'unicité de la valeur d’adhérence n’est pas suffisante. La suite (n(1 + (—1)"),en n’admet que 0

pour valeur d’adhérence mais n’est pas convergente.

En bonus, donnons quelques exemples de suites z satisfaisant 1’énoncé initial :
— pour tout £ € V, la suite constante égale & /... (ne pas oublier les exemples les plus simples)

2inm

— la suite définie par 2z, = e 3 = j". Ona 2z = 1,21 = j,20 = j%,23 = j°> = 1,.... Les termes de z
tournent dans le sens trigonométriques sur les sommets du triangle équilatéral défini par (1,7, 52).

— la suite définie par zp = j et la relation de récurrence z,11 = Zz,. On a 2,49 = Z, = 2, donc 2z prend
deux valeurs associées aux sous-suites constantes données par 2o, = j et 29, = j = j° (2 oscille entre
les deux sommets non réels du triangle équilatéral).

Révisions et approfondissement.

Exercice 7
Soient u,v € KN deux suites telles que v est une sous-suite de u. On suppose que v admet k valeurs
d’adhérence avec k € N. Montrer que v admet au moins k valeurs d’adhérence.



Correction.
On explicite ’énoncé :
Puisque v est une sous-suite de u, il existe ¢ une extractrice telle que v = u,. De plus, £ € K est une valeur

d’adhérence de v §'il existe ¢ une extractrice telle que vy, tend vers £, i.e. vy,) —— L.
n—+oo

On combine ces assertions : Le cas échéant, on a pour tout n € N, vy, = Uy y(n)) €t donc uyey tend vers
L. Or ugoy est une sous-suite de v donc £ est une valeur d’adhérence de wu.

Finalement, on a montré que pour tout £ € K, si £ est valeur d’adhérence de v alors £ est valeur d’adhérence
de u. Donc u a au moins autant de valeurs propres que v.

u peut avoir plus de valeurs d’adhérence que v : par exemple, si v & N > 1 valeurs d’adhérence et v est
convergente, alors v n’a qu'une valeur d’adhérence. Considérer par exemple u = ((—1)")pen et v = ugy,.

Exercice 8
Soit u une suite réelle.

1. On suppose que (uz,)nen converge vers £ et (ugp+1)nen converge vers £/, Montrer que £ et ¢ sont les deux
seules valeurs d’adhérence de wu.

2. En déduire les valeurs d’adhérence de la suite u définie pour tout n € N par u,, = (—=1)"(1 +e™").

Correction.
Le résultat de la question 1. généralise celui vu dans la feuille de TD concernant le fait que la suite
(arctan((—1)"n)pen admet £75 comme uniques valeurs d’adhérences. La forme de la preuve présentée ici
différe de celle vue dans la feuille de TD. Vous pouvez vous entrainer & reproduire la méme rédaction.
1. Par I’absurde supposons qu’il existe £/ € R une valeur d’adhérence de u distincte de £, ¢'.

Alors il existe g9 > 0 tel que

]6// — €0, 0+ Eo[ﬂ]é — 0,0+ €0[= g et ]f" — Eo,gﬂ + EO[Q]EI — €0, U+ 80[2 .

Par convergence de (ugy)nen vers £, il existe ny € N tel que pour tout n > ng, ug, €] — o, + €o[. Par
convergence de (ugp+1)nen vers £, il existe ny € N tel que pour tout n > ny, ugp+1 €0 — o, ¢’ + eo].

Comme ¢” est une valeur d’adhérence de u, il existe k > max(2ng, 2ny + 1) tel que ug €]¢” — eo, 0" + &l
Supposons que k soit pair, alors il existe n € N tel que k = 2n et donc &k = 2n > 2ng i.e. n > ng. Par
conséquent ug = ug, €)0 — g, + €of. On a donc uy €] — e, " + eo[NJl — €9, £ + eo[= @. C’est absurde.

Sinon k est impair, alors il existe n € N tel que k = 2n+1et donc k =2n+1 > 2n; +1ie. n = ng.
Par conséquent ug = ugp1 €0 — €0, ¢ + o[- On a donc uy, €/’ —eq, € + o[ — €0, £’ +eo[= . Clest de
nouveau absurde.

On a obtenu une contradiction dans tous les cas, ainsi © n’admet pas d’autres valeurs d’adhérences que ¢
et 0.

Ce résultat est directement généralisable & toute famille finie de sous-suite (’11,%(,,)),,@;, pourvu que les
ensembles ¢ (N) forment une partition de N.

Rappel / complément de théorie des ensembles. Soit F un ensemble et (F;);c; une famille de sous en-
sembles de F indexée par I'ensemble I. On dira que la famille (E;);c; forme une partition de E et on notera
cela symboliquementEl

E=||E,

i€l

si

— la réunion des ensembles E;, i € I, vaut E, c’est-a-dire E = ;¢ £,

— les ensembles F;, 7 € I, sont deux a deux disjoints, c’est-a-dire pour tout i,j € I, i # j, E; N E; = @.
Par exemple pour E =N, I ={0,1}, Ey = {2n /n € N} et E; = {2n+1/n € N}, on a bien que la famille
(Eo, E1) forme une partition de E puisque on peut séparer l’ensemble des entiers naturels en deux sous
ensembles disjoints : les entiers pairs et impairs.

Exercice : formuler avec un énoncé précis la généralisation suggérée juste aprés la fin de la démonstration
de cette question 1. Le démontrer en adaptant la preuve présentée dans ce corrigé.

Quelques commentaires sur cette déﬁnitionﬂ On a par définition pour tout ¢ € I, E; est un sous ensemble
de E, donc E; C E. On dit aussi que E; est une partie de E et on note cela E; € P(FE). L'ensemble P(E)
est I'ensemble qui contient toutes les parties de F, c¢’est-a-dire tous les sous ensembles de F. Ainsi F; en
tant que sous ensemble de E (donc usage de la notation C pour écrire F; C E) peut étre aussi vu comme
un élément de 'ensemble P(E) (donc usage du symbole € pour écrire E; € P(E)).

1. I'usage du symbole | | & la place de |J permet de signifier que I'union est disjointe.
2. qui vous seront particuliérement utiles ’année prochaine si vous suivez le cours de théorie de la mesure et intégration.



2.0n a pour tout n € N, ug, = 1 +e 2 — 1et ugpi1 = —(1+e2"71) — —1. Donc d’aprés la
n—-+00 n—-+00

question 1., 1 et —1 sont les valeurs d’adhérence de wu.

Exercice 9
Soit u € RN une suite réelle. Montrer qu’elle admet une sous-suite de termes soit tous positifs, soit tous
négatifs.

Correction.
OnaN=7I_UI; avec I_- ={neN/u, <0} et Iy ={n € N/u, > 0}, puisque

— par définition I_ C Net Iy C Ndonc I_UI; CN,

— pour tout n € N, on a soit u, <0etdoncnel_ CI_UIy soitu, 20etdoncnel, CI_UIL;.
DouNCI_ UI,.

Comme N est infini, I'un (au moins) des ensembles I_ ou I, est également infini. Supposons que I_ est
infini. Alors on sait qu’il existe ¢ une extractrice telle que pour tout n € N, ¢(n) € I_, i.e. Up(n) < 0. On
a donc bien construit une sous suite de u & valeurs négatives. Si c’est I, qui est infini, alors par le méme
raisonnement, on construit une sous suite cette fois & valeurs positives. On a donc bien démontré dans tous
les cas le résultat souhaité.

Exercice 10
Soient ¢ € R* et u € RN une suite telle que Lim 41 — up, = c.
n—-+o0o

1. Montrer & I'aide des résultats du cours que u n’est pas de Cauchy.
2. Montrer en revenant aux définitions que u n’est pas de Cauchy.
Correction.

1. Toute suite réelle de Cauchy converge. Or si u converge, lirJrrl Up+1 — Uy = 0 ce qui contredit ¢ # 0.
n—-+0o

2. Par définition, u est de Cauchy si
Ve >0, IN. €N, Vp,q > N, |up —uy| <ce.

||

Puisque lim |upq1 —u,| = |c|, on a pour € = 5 l'existence de N, € N tel que
n—+o0o
c
Vn = Ne, |upt1 — up| > |2|

Ainsi pour tout N € N, il existe p,q > N; tel que |u, —uy| > €. En effet, on peut considérer p = max (N, N;)
et ¢ = p+ 1. Ceci montre que u n’est pas de Cauchy.

Exercice 11
Soit u € KN. On suppose que les sous-suites (uzn)nen, (U2ni1)nen et (Usn)nen convergent respectivement
vers des scalaires a, b et c.

1. Montrer que a = b = c.

2. En déduire que u converge.

Correction.
. ASSeIplons Ies ou 1 S du cours pour montrer aes é()‘a 1 é% entre iIlli EeS .
1.R bl 1 tils d t les égalit, tre limit

— définition de la limite,

unicité de la limite,

toute sous-suite d’une suite convergente converge vers la limite de cette suite,

opération sur les limites (mais aucune relation d’addition ou de multiplication ici),

théoréme des gendarmes et suites adjacentes (mais aucune information d’inégalités ici).
Pour exploiter le 3e item, nous allons construire des sous-suites communes a deux des suites de 1’énoncé.
Les suites (u2n)nen €t (u2n+1)neny n'ont aucun terme en commun et pourraient converger vers des limites
distinctes : c’est le cas pour u = ((—1)"),en. En revanche, les suites (u2n)nen €t (usn)neny ont en commun
les termes de u d’indice multiple de 6. Et les suites (u2,11)nen €t (Usn)neny ont en commun les termes de u
d’indice impair et multiple de 3 (3,9,15,...).
Posons v = (ugn)nen et w = (Uzn+1)nen et t = (Ugn)nen.



La suite (ugn)nen €st une sous-suite de v et une sous-suite de t. En effet, considérons les extractrices
w:n—2net P :n+— 3n. On a alors pour tout n € N,

Up(n) = U2g(n) = Ubn €L Lo(n) = Usp(n) = Usn
donc (ugn)nen est une sous-suite de v et une sous-suite de t. Or toute sous-suite d’une suite convergente
converge vers la limite de cette suite. Ainsi, (ugn)nen converge vers a et c. Par unicité de la limite, a = ¢.

Construisons maintenant une sous-suite commune a w et ¢.

Wn, Wo | W1 | Wy | W3 | Wy Ws We wy
U2n+1 Up | U3 | U5 | U7 | U9 | U1l | U13 | Ul5
U3n Upg | U3 | Us | Ug | Ur2 | Ul5 | UI8 | U21
tn to | t1 | ta | ts | ta | ts5 | ts | tr

Pour extraire la sous-suite de termes communs a ¢t = (u3y, )nen, il faut prendre un terme sur 2 en commengant
par le 2e, a savoir les indices impairs de ¢.
Pour w = (u2p,41)nen, il faut prendre un terme sur 3 en commengant par le 2e, a savoir les termes wsy, 1.
Considérons maintenant les extractrices ¢ : n+— 2n+1et ¥ : n+— 3n + 1. On a alors pour tout n € N
)
Lo(n) = U3p(n) = U3(2n+1) = Uen+3 €6 Wy(n) = Uoy(n)+1 = U2(3n+1)+1 = U6n+3
donc (ugn+3)nen est une sous-suite de v et une sous-suite de w. Ainsi, b = c.

2. Notons ¢ = a = b. Les images des suites (u2p)nen €t (U2n+1)nen contiennent tous les termes de u. Donc
on va pouvoir encadrer ces termes a partir d'un certain rang dans un intervalle centré sur £.
Soit € > 0, puisque (u2n)neN €t (U2n+1)nen convergent vers ¢, on a

AN? e NNVn > NZ | Jua, — € <e et AN € NyVn > NP, |ugpt1 — € < ¢
En posant N = max(NY, N), on a alors
Vn = N, |ug, — ¥l <e et |ugpt1 — ¥ <e

Autrement dit, pour tout k > 2N, |up — ¢| < €. Ainsi, u converge vers /.
A partir du rang 2N, les termes de u sont tous dans l'intervalle [¢ — e, ¢ + €].
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Feuille de TD n°5

Fonctions : limites et continuité.

Exercices complémentaires d’entrainement

Exercices de prise en main.

Exercice 1 (Un peu de topologie)
Soit zg € R.

1. Soit € > 0. Montrer que |zg — &, + 2¢[ est un voisinage de x.

2. Soit V' C R tel qu'il existe a,b € R, a < b, satisfaisant xg €]a,b| et |a,b[C V. Montrer que V est un
voisinage de xg.

3. Soit V' C R un voisinage de xq. Soit V/ C R tel que V C V’. Montrer que V' est un voisinage de zg.

Correction.
Rappel. Soit g € R. On dit V' C R est un voisinage de xg s'il existe ¢ > 0 tel que Jzg — &, 29 + ¢[C V.
Autrement dit, V' est un voisinage de xg si V' contient un intervalle ouvert centré en x.

1. Posons V' =|zg — €, 29 + 2¢[, on a |xg — €,29 + ¢[C V, donc V est bien un voisinage de g (puisque V
contient un intervalle ouvert centré en xg).

2.0n a a < z < b, donc par le lemme de réécriture, il existe ¢ > 0 tel que a <z —e <z <z +e < bie.
|zo — €, 20 + €[Cla, b]. Or Ja,b[C V, donc Jzg — &, 20 + €[C V. Par conséquent V est bien un voisinage de .

3. Comme V est un voisinage de xg, il existe ¢ > 0 tel que Jxg — &,29 + ¢[C V. Comme V C V' on a aussi
|zo —,20 + e[C V. D’ott V' est un voisinage de xy.

Exercice 2

Montrer que la fonction f :x € R* — —Shiz) se prolonge en une fonction continue sur R.
Correction.
Rappel : pour tout = € R, sh(z) = <=

La fonction f est continue sur R* comme quotient de fonctions continues. De plus sh(x) ~o T donc par
T—
stabilité par multiplication d’un équivalent, on a % ~ 1, ie. lin}J f(z) = 1. Ainsi f admet une limite en
T— T—

0 e D7f, donc la fonction

r3 _ f('x)a x#o
1, z=0"

est continue en 0, donc sur tout R et prolonge f en 0.

Exercice 3
Soit f : R — R définie par f(z) = (—1)®).

1. Tracer I'allure du graphe de f et déterminer I’ensemble des points zg € R tels que f est localement bornée
en .

2. Soit g :] — 1,0[U]0, 1[— R définie par g(z) = f(z). Déterminer le prolongement par continuité maximal de
g.



Correction.
1. f est bien définie car pour tout z € R, E(z) € Z donc (—1)P®) est défini ((—1)~' =1/(-1) = —1).

f
Ps Ps 1 Ps Ps
—4 -2 2 4 6
-1
Pour tout = € R, f(x) = 1 si E(x) est pair et f(z) = —1 si E(x) est impair. f est donc constante par

morceaux et vaut 1 sur les intervalles de la forme [2k, 2k + 1[ pour k € Z et —1 sur les intervalles de la forme
[2k + 1,2k + 2].

Pour tout z € R, |f(z)| = 1 donc f est bornée donc localement bornée. En effet, soient zg € R et V' un
voisinage de g, alors pour tout x € V, z € R donc |f(z)| < 1.
2. La fonction g est constante par morceaux et on a lim,_,_; g(z) = —1, lim,_1 g(z) = 1, lirr%) g(z) =—1et
T—
z<0

lim f(x) = 1. Ainsi, g est prolongeable en —1 et en 1 mais pas en 0 puisque les limites a gauche et a droite

Tr—a
z>0

sont distinctes. Le prolongement maximal de g est donc la fonction

-1 size[-1,0]
1 siz€l0,1]

Exercice 4

Soit f : R — R définie par f(z) =141 sia >0, f(0) =0et f(z) =1—1 si z < 0. Tracer l'allure du
graphe de f et déterminer ’ensemble des points zg € R tels que f est localement bornée en xy.

Correction.

Pour tout « # 0, f(z) =1+ ﬁ (la fonction est impaire). Le graphe de f s’obtient en tragant celui de z — ﬁ

et en le translatant verticalement de +1. Graphe auquel on ajoute le point (0, f(0)) = (0,0).
f

Par définition, f est localement bornée en x( s’il existe un voisinage V de xg et M > 0 tels que pour tout

zeV,|f(x) <M.

Pour tout zg # 0, f est localement bornée en g car continue en xy. Montrons le néanmoins directement. En

effet, si 9 > 0, il existe n > 0 tel que n < xg alors pour tout = €]Jzg —n,zo +n[, |f(x)] <1+ ﬁ <1+ ﬁ

(car f est décroissante sur V' =]zg — 1,z + n[). Autrement dit, sur le voisinage V' de xq, f est bornée par
1

M =1+ o=l On raisonne de méme si g < 0 en considérant 1 > 0 tel que n < —xp et un majorant

M =1+ .

Montrons |rr2ai717f|1tenant que f n’est pas localement bornée en 0. Soient V' un voisinage de 0 et M > 0, montrons
qu’il existe x € V tel que |f(x)| > M. Puisque V est un voisinage de 0, il existe n > 0 tel que | —n,n[C V et
pour tout z €]0, 1+, on a f(z) > 1+ M > M. On cherche donc x dans |—n, n[N]0, 57| : posons z = min(3, 1;).
Ainsi, z € Vet |f(z)| > M.

Exercice 5
Soient f,g: R — R deux fonctions localement bornées en 1. Montrer que f + ¢ est localement bornée en 1.



Correction.

Par hypotheése, il existe M, M’ > 0 et il existe V et V' deux voisinages de 1 tels que f est bornée par M sur V
et g est bornée par M’ sur V'. Par définition d’un voisinage, il existe £ > 0 et &’ > 0 tels que |1 —&,1+¢[C V
et |1 —¢,1+¢'[C V. Posons ¢” = min(e,e’) et V/ =]1 — "1+ &"[. Alors V/ € V NV’ donc pour tout
zeV' zeVdoulf(x)] < Metz eV doul|g(z) < M. Ainsi, pour tout z € V" |f(z)+g(z)| < M+M'.
Autrement dit, f + g est bornée par M + M’ sur V.

On a plus généralement montré que l'intersection de deux voisinages d'un point est encore un voisinage de
ce point.

Exercice 6
Soient f: Dy —+ R et g : Dy — R deux fonctions. On suppose que f et g sont continues en xg € Dy N Dy.
Montrer que f + g est continue en xg,

1. en utilisant la définition de la continuité,

2. en utilisant la caractérisation séquentielle de la continuité.

Correction.

1. Notons que Dy 4 = Dy N Dy.
Soit € > 0. Puisque f est continue en g, lim f(x) = f(xo); autrement dit, il existe ny > 0 tel que
T—T0

Va €lzo — ny o0 + ns[NDy, |f(z) — f(z0)| <e.

Puisque g est continue en xo, il existe 1, > 0 tel que
Va €]zg — ng, 2o + ng[N Dy, [g(x) — g(xo)| <.
Posons n = min(ny, ny), alors pour tout « €]zg — n, zo + n[NDf4g,

(@) + g(x) — f(xo) — g(wo)| < [f(2) — f(xo)| + |g(x) — g(z0)| < 2e.
Ainsi, la limite en z¢ de f + g est bien f(xo) + g(zo).
2. D’aprés la caractérisation séquentielle de la continuité, f-+ g est continue en xg si pour toute suite u = (uy,)
telle que u tend vers xo, la suite (f(u,) + g(uy)) tend vers f(xo) + g(xo). Soit donc u une telle suite. Alors
d’aprés cette caractérisation, puisque f est continue en xg, (f(uy)) tend vers f(xo). De méme, (g(uy,)) tend
vers g(xg). Par opération sur les suites, on déduit que (f(uy) + g(uy,)) tend vers f(xo) + g(zo).

Exercice 7
Soient a € R et f, g : [a,+00[— R deux fonctions continues. On suppose que

Ve > a, f(x) = g(a).
Montrer par différentes méthodes que f(a) = g(a).
Correction.
Montrons que f(a) — g(a) = 0. Les fonctions f et g étant continues en a, la fonction h = f — ¢ est continue
en a.
Méthode 1 : Soit € > 0. Puisque f — g est continue en a, il existe n > 0 tel que
Va €la —n,a+nNa, +oof, [f(z) — g(x) — f(a) + g(a)| <e.

En particulier, pour x = a + %77, on a

— x €]a —n,a+ n[N[a, +oo, donc 'inégalité | f(z) — g(x) — f(a) + g(a)| < € est satisfaite,

— et x > a donc f(x) —g(x) =0,
d’ott on obtient | — f(a) + g(a)| < €. Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a bien montré que f(a) = g(a).
Meéthode 2 @ Considérons la suite u définie pour n € N* par u,, = a + % et notons v = h(u). Ainsi, u est
une suite a valeurs dans Dy, = [a, +00[ qui tend vers a donc par caractérisation séquentielle de la continuité,
h(u) tend vers h(a). Or pour tout n € N*, v, = f(uy,) — g(u,) = 0 donc v tend vers 0 et par unicité de la
limite h(a) = 0.
Méthode 3 : Supposons par 'absurde que f(a) < g(a). Posons
a, on a

_ g(a)—f(a)

) > 0. Puisque f est continue en

In >0, Vo €la—n,a+nlN[a, +ool, [f(x) — fla)| <e.
Puisque g est continue en a, on a
' >0, Yz €la—n',a+1'[N[a, +ool, [g(z) — g(a)] <e.

Posons 7" = min(n,n’) > 0. Alors pour x = a + 37", on a



— flx) < f(a)+¢ car x €]a — n,a + n[N[a, +o0],

— g(z) >
— flz) =
Les deux premiers points, qui impliquent que f(z) < g(z), sont donc contradictoires avec le troisiéme. Ainsi

f(a) > g(a). On peut appliquer le méme raisonnement en supposant cette fois par I'absurde que f(a) > g(a)
et obtenir de nouveau une contradiction. D’ou f(a) < g(a), et finalement f(a) = g(a).

f(a);g(a)
(a) —e= 7]0(“);“"(“) car x €|la —n',a + n'[N[a, +ool,

g
g(x) car x > a.

Révisions et approfondissement.

Exercice 8 (Composition des limites)
Soient f: R_ — Ret g: R — R. On suppose que lim f(z) = —1 et limlg(a?) = —o0. Montrer, a partir
T——00 T—>—

des définitions, que lim go f(z) = —o0.
T——00
Correction.
fog:R_ — R est bien définie. Par définition, lim go f(x) = —oo si et seulement si

VM € R, 3B € R, Vx €] — 00, B[, go f(x) < M.
Soit M € R. Puisque limlg(y) = —oo (et Dy =R),
y——
>0, Vy €] —1—n,—1+nf gly) <M.
Or puisque ll)I_n f(x)=—1 (et Dy =R_),
€l—1—n,—1+n[dou
Vo €] - oo, B, a(f(x) < M.

Ainsi, pour tout x €] — oo, B[, f(x)

Exercice 9 (Limites et monotonie)
Soient a,b € R avec a < b. Soit f :]a,b[— R une fonction croissante.

1. Montrer que si f n’est pas majorée alors limb f(z) = +o0. Hlustrer le raisonnement.
T—r

z<b

2. Montrer que si f est majorée alors f admet une limite finie & gauche en b valant sup ({f(z) / z €]a, b[}).
[lustrer le raisonnement.

Correction.

1. Soit A > 1. Comme f n’est pas majorée, il existe z¢ €]a,b] tel que f(zg) > A. Comme f est croissante,
on a donc pour tout x €]xg,b], f(z) = f(xo) > A. Posons n = b — xy > 0. Alors on vient de montrer que
pour tout = €]b —n,b[, on a f(x) > A. Cela signifie bien que lim f(z) = +o0.

z—b,x<b

2. Comme f est majorée, 'ensemble F' = {f(x) /x €|a,b[} C R est non vide et majorée donc il admet une
borne supérieure d’aprés le théoréme d’existence de la borne supérieure. On la note S € R.

Soit € > 0, d’aprés la caractérisation de la borne supérieure, il existe z¢ €la,b] tel que S —e < f(zo).
——
eF

Puisque f est croissante, on a donc pour tout x > zp, S —e < f(xg) < f(x) < S < S + e. Posons
n =0b—xo > 0. Alors on vient de montrer que pour tout x €]b —n,b[, ona S —¢c < f(z) < S +e¢, ie

Exercice 10
On souhaite démontrer dans cet exercice le théoréme des gendarmes pour les fonctions dans un cas particulier
grace a deux méthodes différentes.
Soient f, g, h trois fonctions définies respectivement sur Ry telles que f < g < h dans un voisinage de
+oo. Soit £ € R tel que lim f(z) = lim h(z) =L
r—r+00 T—r+00

1. Montrer que lim g(z) = ¢ grace a la définition de la limite.
T—+00

m g(z) = ¢ en utilisant le théoréme des gendarmes pour les suites.

2. Montrer que li
T—r+00



S+e
S 4
f(zo) 4

S—e

FIGURE 2. Illustration du raisonnement de la question 2] de lexercice [0

Correction.

1. Comme f < g < h dans un voisinage de +o0, il existe B > 0 tel que pour tout x €| B, +oo[, f(z) < g(z) <
h(x).
Soit € > 0. Comme 1121 f(x) = £, il existe By > 0 tel que pour tout x €]By,+o00[, £ —e < f(x) < {+e.
T—>+00

De méme comme hI—P h(z) = ¢, il existe By, > 0 tel que pour tout & €|By,+oo[, £ — & < h(z) < £ + €.
T—r+00

Posons By, = max(B, By, By) > 0. Alors pour tout = > By, on a
l—e< f(z)<g(z) <h(z)<l+e.
On a donc bien que lim g(x) = ¢.
T—r—+00

2. Pour se ramener au cas des suites, on va utiliser le critére séquentiel de la limite.
Pour rappel, dans le contexte qui nous intéresse ici, le critére séquentiel de la limite nous dit que

lirf g(x) = £ si et seulement si pour toute suite (up)nen de Dy = Ry tendant vers 400, on a (g(un))nen
T—>+00

tend vers £.

Soit u = (up)nen une suite de Ry qui tend vers +oo. Comme f < g < h dans un voisinage de +oo,
il existe B > 0 tel que pour tout = €]B,+o0[, f(z) < g(x) < h(x). Donc il existe N € N tel que pour
tout n > N, u, > B. Ainsi pour tout n > N, f(u,) < g(u,) < h(u,). Or par le critére séquentiel de la
limite (appliqué & f et g), les suites f(u) = (f(un))nen et h(u) convergent vers ¢. Donc par le théoréme
des gendarmes (pour les suites), g(u) convergent également vers ¢. Finalement par le critére séquentiel de la
limite appliqué & g, on obtient bien que mgrfoo g(z) = L.

Exercice 11
Soit f, g deux fonctions continues sur R. Montrer de deux maniéres différentes, une fois par un raisonnement
direct et une autre en retournant aux définitions, que max(f, g) est une fonction continue.

Correction.

Premicre méthode. Comme max(f, g) et puisque la somme, la différence et la valeur absolue de
fonctions continues sont continues, on déduit que max(f, g) est continue.

Deuxiéme méthode. Soit xp € R. Montrons max(f, g) est continue en zy en retournant a la définition. Si
f(zo) — g(zg) > 0 alors par continuité de f,g en zo, il existe o > 0 tel que pour tout = €|xg — n, xo + |,
f(z) —g(x) > 0 ainsi f(x) > g(z) et max(f,g)(x) = f(z) (et max(f,g)(xo) = f(x0)). La continuité est une
propriété locale donc max(f, g) est continue en xg par continuité de f. Si f(xg) < g(xp), alors le raisonnement
est identique au précédent.

Il reste le cas f(xzg) = g(xg), i.e. m = max(f, g)(zo) = f(x0) = g(xp). Soit € > 0. Par continuité de f en xq,
il existe n > 0 tel que

_ ftotlf—gl
2

Ve €lxg —n,xo+n), m—e < f(x) <m+e.

Par continuité de g en o, il existe ' > 0 tel que

Va €lwg —n' w0 +0'[, m—e < g(x) <m+e.



Alors sur V =|zog — 1, xo + n'[ avec 7" = min(n, '),
m —e < max(f(z),g(z)) <m+e.

i.e. |max(f,g)(x) — max(f,g)(zo)| < e. D’ou de nouveau la continuité du max en xy. C’est vrai pour tout
xo donc max(f,g) continue sur R.

Exercice 12
sin(x) cos(z)

Déterminer si la fonction f:x € R* — T se prolonge en une fonction continue sur R.
Correction.
La fonction f est continue sur R* comme quotient de fonctions continues. Pour tout =z > 0, f(z) =
sin(x) cos(x) x1 . _ _ sin(z) cos(z) x1
% = et 1 donc alclélé)f(ﬂj') = 1. Pour tout = < 0, f(z) = ———— it e o -1
donc lin}J f(xz) = —1. Les limites & gauche et & droite de f en 0 ne sont pas égales, donc f n’est pas pro-
T
<0

longeable par continuité en 0. En effet supposons par I'absurde que f est prolongeable en une fonction f
continue en 0. Comme par définition pour tout = # 0, f(z) = f(x), on a donc lir% f(z) = f(07) = —1et
T—
z<0
liII(l) f(z) = f(0F) = 1. Mais comme f est continue en 0, ses limites & gauche et a droite doivent étre égales.
Tr—r

x>0
Contradiction, d’oul le résultat annoncé.

Exercice 13 (Vers une définition ensembliste de la continuité)
Soit f: R — R et g € R. Montrer 1’équivalence entre les deux assertions suivantes.

(1) f est continue en xg.
(2) pour tout U C R voisinage de f(xg), f~(U) est un voisinage de zq.
On rappelle que dans ce contexte, f~! représente I'application image réciproque de f.

Correction.
Considérons pour fixer les idées une fonction f : R — R comme dans ’énoncé. Pour rappel, par définition
de 'application image réciproque de fﬂ, on a pour tout U C R

fHU)={zeR/f(x) € U}.

f~Y(U) représente donc l'ensemble des antécédents par f des éléments de I'ensemble U C R. f~1(U) est
donc un sous ensemble de R (ou partie de R). L’application ou fonction image réciproque de f est donc une
fonction définie sur P(R) I'ensemble des parties de R et & valeurs dans P(R).

Il ne faut pas la confondre avec la fonction réciproque de f notée pourtant également f~'. La fonction
réciproque de f n’est définie que si f est bijective et elle est alors définie sur R & valeurs dans R.

Ainsi, bien que les notations soient les mémes, le contexte d’utilisation de ces deux objets mathématiques
distincts permet de les différencier. Si on écrit f~1(U) avec U C R (ce qui s’écrit également U € P(R)), c’est
que I'on considére ici la fonction image réciproque de f. Par contre si on écrit f~!(y) ot y € R, c’est que
I’on considére cette fois la fonction réciproque de f.

Pour terminer, voici comment ces deux objets sont reliés lorsque f : R — R est bijective :

VU CR, ! (U) = ! (y)/yeU
~ N
application image réciproque de f fonction réciproque de f

(=) Soit U un voisinage de f(xg), alors il existe ¢ > 0 tel que |f(zg) — ¢, f(xo) + ¢[C U. Comme f
est continue en xp, on a par définition que lim f(x) = f(xg). Ainsi il existe n > 0 tel que pour tout
T—T0

x €]xg — 1, w0 + 1, on a f(x) €f(x0) — ¢, f(wo) + el ie. . € f7H(|f(w0) — &, f(z0) + €]) (par définition de
I'image réciproque).
On vient donc de montrer que tout x €]zg — 1, zo + 1|, satisfait z € f~1 (Jf(x0) — ¢, f(wo) +€]), i.e.
Jzo —n,zo +n[C f7 (1f(w0) — &, f (o) +e) -

Soit Uy, Uy des sous ensembles de R tels que Uy C Us. Alors f~1(Uy) € f=1(Us). En effet, I'ensemble des
antécédents par f des éléments de U; est bien inclus dans ’ensemble des antécédents par f des éléments de
Us comme Us contient U.

3. https://fr.wikipedia.org/wiki/Image_rATciproque


https://fr.wikipedia.org/wiki/Image_réciproque

Comme |f(xo) — &, f(wo) +€[C U, on a donc =1 (|f(xo) — &, f(zo) +&[) C f~H(U), d’out finalement
Jzo — 1,20 +n[C f7HU).

Cette derniére inclusion correspond bien & dire que f~1(U) est un voisinage de z.

(<) Soit € > 0. Comme |f(xg) — &, f(x0) + €[ est un voisinage de f(zg), on a donc par hypothése que
F7E(f(x0) — &, f(x0) + €]) voisinage de x¢. Ainsi il existe n > 0 tel que |xo—n, o+n[C f~1 (f(z0) — &, f(x0) + €]).
Cela signifie que pour tout = €]xg — n,z0 + 1|, on a f(z) € (|f(xo) — &, f(xo) +€]) ie. |f(x) — f(xo)] < &.

On vient bien de montrer que a;h—{go f(z) = f(xo) i.e. f continue en zo.
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Fonctions : continuité sur un intervalle et sur un segment, continuité uniforme.

Exercices complémentaires d’entrainement

Exercices de prise en main.

Exercice 1
Soient I un intervalle et f : I — R une fonction continue.

1. On suppose que pour tout = € I, f(z)? = 1. Montrer alors que f est constante.

2. Montrer que si f(I) est fini alors f est constante.

Correction.
1. On a pour tout = € I, f(z) = £1. Comme par le TVI, f(I) est un intervalle et f(I) C {—1,1}. On déduit
donc que f=1ou f=—1.

2. D’aprés le TVI, f(I) est un intervalle, or tout intervalle non vide et fini est un singleton. Autrement dit,
il existe ¢ € R tel que f(I) = {c}, i.e. pour tout x € I, f(x) = c.

Exercice 2
Soit f :] —1,1[— R une fonction continue telle que

x]_i)II_llf<l‘):—7T et ;ll—%f(q:):\@

1. Montrer a l’aide d’un prolongement par continuité de f qu’il existe xo €] — 1, 1] tel que f(zg) = %
2. Redémontrer le résultat sans utiliser de prolongement par continuité et en illustrant graphiquement votre

raisonnement.

Correction.

1. Puisque f est continue et admet des limites finies en —1 et 1, elle admet le prolongement par continuité

suivant
V2 siz=1
frxe[-11], z— ¢ f(z) sizel—1,1].
- siz=—1
Puisque f est continue sur [—1, 1] et que s € [f(=1), f(1)] = [-7, V2], il existe, d’apres le TVI, zq € [—1,1]

tel que f(zg) = % et par élimination, zo ¢ {—1,1} donc f(zo) = f(zo) = 3.

2. Posons ¢ = 7. Puisque lim f(z) = —m, on a
z——1
In>0,Vee]l—1,-1+nN]—1,1[, 27 < f(z) <O0.
Posons ¢/ = /2 — 1. Puisque lirri f(z) =2, 0n a
T—r

I >0, Ve el =g/, 1[N - 1,1[, 1 < f(z) <2V2 1.

Posons alors x1 = min(—1+12,0) et x2 = max(0, 1—%/). Alors, z1 < x9, f(z1) <0, f(z2) > 1, f est continue
sur [21,22] et 3 € [f(z1), f(z2)] done d’aprés le TVI, il existe g € [z1,22] C] — 1,1[ tel que f(zo) = 3.

Exercice 3
Soit f : R — R une fonction continue telle que

lim f(z) =400 et lim f(x)=+o0.

T—r—00 r——+00

Montrer que min{ f(x) /z € R} existe.



FicURrE 3. Illustration de la démonstration de l'exercice 2

Correction.
Il s’agit de montrer que f atteint sa borne inférieure.
Par définition des limites, il existe B; < 0 et By > 0 tels que

Vo €] — oo, B[, f(x)> f(0) et Va €|Bg,+oof, f(z)> f(0).

Puisque f est continue sur [By, Bs], il existe, d’aprés le cours, m € R et ¢ € [By, Ba] tels que f(¢) = m et pour
tout « € [B1, B, f(z) = m. En particulier, f(0) > m donc on a aussi pour tout x €] — oo, B1[U]Ba, +00],
f(z) > f(0) = m. Finalement m est un minorant de Im f et m € Im f donc m = min(Im f).

Révisions et approfondissement.

Exercice 4
Soit a,b € R, a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction K-lipschitzienne, K > 0. On dira que o est une
subdivision de [a, b] s’il existe n € N* et ag, ..., an € [a,b] tels que 0 = (ag)o<k<n €t

a=ay< a1 <...<ap_1<ap=n~=.

On note alors
n—1
V(f,0) = |f(an) = f(as)l,
i=0

1. Montrer que I'ensemble V; := {V(f, o) / o subdivision de [a,b]} admet une borne supérieure. On la note
V(f) et on dit que f est a variation bornée.

2. On considére f : = € [a,b] — x2. Montrer que f est K-lipschtizienne, pour un certain K > 0. Déterminer

V(f)-

Correction.

1. L’ensemble V; est non vide, car par exemple contient la quantité | f(b)— f(a)| correspondant a la subdivision
o = (a,b). Comme f est K-lipschitzienne sur [a, b], pour tout x, 2’ € [a,b],on a |f(z)—f(a')| < K|x—2a'|. Soit
o = (ag,a1,...,a,), n € N*, une subdivision de [a,b]. Alors V(f, o) < 317 Klajp1 —ai| = K 30 (a1 —
a;) = K(b—a). D’out Vy est majorée (par K (b— a)). Par le théoréme d’existence de la borne supérieure, Vy
admet une borne supérieure.

2.0n a pour tout z, 2’ € [a,b], |f(z) — f(2')] = |2? — 22| = |z + 2||]z — 2| < (|z| + |2])|z — 2| <
2max(|al,|b])|x — 2'|. D’on f est 2max(|al, |b|)-lipschitzienne. Ainsi on sait que f est & variation bornée.
Soit ¢ = (ap,a1,...,an), n € N* une subdivision de [a,b]. Alors V(f,0) = Z?:_01|a?+1 —ad?| =

" —

Z?;Ol(agﬂ —a?)=a? —ad =0b*—a? Dou Vy = {b? — a*} et donc V(f) = b — a®.

Exercice 5
Soit f :]0,1[— R une fonction continue telle que lim1 f(x) = 2 et satisfaisant au voisinage de 0, f(x) =
T—r

sin(23) In(tan(2?)) + %, (2%). Montrer qu'il existe 2o €]0, 1] tel que f(zq) = 1.
T—



Correction.
On reconnait une problématique du théoréme des valeurs intermédiaires. Pour appliquer ce théoréme, nous
allons prolonger f par continuité sur [0, 1].

Ona lii% f(z) = lii% sin(23) In(tan(z)). Or, tan(z?) = 22+ 9, (2?), donc In(tan(z?)) = In <:p2 + 2, (932)) =
In(z?) + In (1 + go(l)> = 2In(x) + go(l) donc sin(z?) In(tan(x)) = 2(2® + 9, (z*)) (In(z) + 2, (1)) =
223 Inx + 9 (2*Inz). Donc ilir(l) f(z)=0.

Puisque f admet une limite finie en 0 et en 1, elle se prolonge par continuité en la fonction
0 siz=0
flz)=q fx) siz€l01],
2 siz=1

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, appliqué a la fonction continue f sur le segment [0,1], il
existe donc zg € [0,1] tel que f(zg) =1 (car 1 € [f(0), f(1)]). Puisque f(0) =0 et f(1) =2, on a zg €]0,1]

d’ou 1 = f(zo) = f(o).
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